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PREZENTAREA MANUALULUI

D Manualul de Matematicd - clasa a VI-a cuprinde sase capitole,
totalizand 16 unitati de invatare care respecta domeniile si
continuturile prevazute de programa scolard. Unitdtile de
invatare sunt divizate in lectii a cdror parcurgere poate fi

realizata in 1-2 ore de curs.

D Lectiile contin activitati de invdtare-evaluare cu caracter prac-
tic-aplicativ, care determina realizarea competentelor speci-
fice cu care acestea sunt corelate.

D Manualul contine, de asemenea:

¢+ Teste de evaluare initiala

¢ Autoevaluare prin miniteste - la finalul lectiilor
¢ Teste de evaluare sumativa - la finalul fiecarui capitol si la

finalul manualului
¢ Probleme recapitulative

Despre rubrici

concepte, cunostinte pe care elevii le-au dobandit
in lectii anterioare, in scopul valorificarii achizitiilor
acestora si vizand identificarea fireasca a noilor
continuturi prin conexiuni logice

ol - q &
Rezolvam si observam

exercitii/probleme relevante pentru identificarea
sau deducerea unor elemente noi pe baza
observatiei: proprietati, algoritmi, implicatii

PAGINI DE CONTINUT ->>> Descoperim, intelegem, exemplificim

Titlul capitolului Titlul unitatii

2.prin screrea lementelorn neroro unelcurbe nchise,
umita diagrama Venn - uer-

3.pri precizarea el propit comune, specfics tuturor
ementeor.

ObseneIndasaavia
ementeorsauprin diagrame Venn - Euler

Activitati de invatare

L4
Reguli de calcul cu puteri

erim,ingelegem, exemplificim

22,
- asenoteazs i se numeste puteea 2 a il nreg o

Oetalem informafilede maisus, In abelul rmator.

produsul [ (-2)-(-2) [RESER]

ot~ [2) = &

2
eponentul | 2 3

Activitati de invdtare propuse

T
e

continuturile prevazute de programa scolard,
insotite de exemple concludente, comentarii,
modele de rezolvare

B
completa) spafle punctate asfel

Recapitulare

RECAPITULARE SI EVALUARE INITIALA

1 PROBLEME RECAPITULATIVE

merele:
s 1251
20500 25050025001 1

7,5
wli2 1402403
VTe3u aoivozios

merele ngim do

Wreaameso wak 2.2 a2 (3 (4]

b 3, mal marl a 35 5 mal

i decit 20, Unautomobilsta parcurs

12 Se stie ci u este uitima cifd a numdrului 2%,y 1ade 535 km. At
n

. Aratay
=¥

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

aplicatii rezolvate, unele rezultate matematice
remarcabile care realizeaza conexiuni intre
elementele de continut din lectie, achizitii
anterioare i viata cotidiand

@ Dictionar

descrierea unor termeni noi sau mai putin
cunoscuti, care sunt utilizati in lectie

Minitest

itemi obiectivi, semiobiectivi, subiectivi prin care
elevul constientizeaza gradul de intelegere a lectiei

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

activitati esalonate in functie de gradul de
dificultate si de parcurgerea continuturilor in cadrul
unitatii de invdtare

& .
Retinem!

rezultate matematice utile in activitatea practica
de aplicare a nofiunilor studiate

1. Uil are tot atdia ol cate surort i feca

Preciag:
al

Tema de portofoliu. activitate individuald sau de
grup care constd in parcurgerea unor etape descrise, folo-

sind modele prezentate de manual



Investiga;ieJ [Temé de portofoliu}
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VARIANTA DIGITALA

Varianta digitala cuprinde integral
continutul manualului in varianta tiparita,
avand in plus exercitii interactive, jocuri
educationale, animatii, filme si simulari.

Activitatile multimedia interactive de
invatare (AMII) aduc un plus de valoare
cognitiva.

Paginile din manual pot fi vizionate pe
desktop, laptop, tableta, telefon, oferind o
experienta excelenta de navigare. Navigarea
in varianta digitala permite parcurgerea
manualului si revenirea la activitatea de
invatare precedenta.

BUTOANE FOLOSITE
N VARIANTA DIGITALA

deschide ghidul
de utilizare a
manualului digital.

deschide cuprinsul

manualului digital si
permite deschiderea
de continuturi/lectii.

permit parcurgerea
manualului si
deschiderea unei
anumite pagini.

EVALUARE PRIN METODE TRADITIONALE SAU COMPLEMENTARE

J Proiecte

[Evaluare sumativa

|->mwm SUMATIVA

AMII ANIMAT

b cuprinde animatii sau
filme, activitati care se
gasesc in partea de jos a
paginii. Pentru vizionare,
se activeaza butonul
Reda (P).

o
AMII STATIC

D cuprinde desene, fotografii,
simboluri, indicatii si raspunsuri,
rezolvari ale problemelor, informatii
suplimentare care se deruleaza cu
ajutorul butoanelor de navigare.

4
AMII INTERACTIV

D cuprinde exercitii de alegere
duald, de alegere multipla, de
asociere, de completare, de
ordonare, situate in partea de
jos a paginii.

D butoanele de validare
sunt: Reseteazd (care aduce
exercitiul la starea lui initiald)
si Verificd (prin care se verifica
rezolvarea).

b utilizatorul are la dispozitie
trei incercari de a raspunde
corect, dupa care raspunsul
corect este afisat automat.



Competente generale si specifice conform programei scolare pentru disciplina MATEMATICA aprobata prin OMEN nr. 3393/28.02.2017
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31
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Competente generale:

Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar

Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse informationale

Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici, in diverse contexte matematice

Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, a concluziilor si a demersurilor de rezolvare pentru o situatie data

Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

Competente specifice

Identificarea unor notiuni specifice multimilor si relatiei de divizi-
bilitate in N

Identificarea rapoartelor, proportiilor si a marimilor direct sau in-
vers proportionale

Identificarea caracteristicilor numerelor intregi, in contexte variate
Recunoasterea fractiilor echivalente, a fractiilor ireductibile si a
formelor de scriere a unui numar rational

Recunoasterea unor figuri geometrice plane (drepte, unghiuri,
cercuri, arce de cerc) in configuratii date

Recunoasterea unor elemente de geometrie plana asociate notiu-
nii de triunghi

Evidentierea in exemple a relatiilor de apartenenta, de incluziune,
de egalitate si a criteriilor de divizibilitate cu 2, 5, 10", 3 si 9in N
Prelucrarea cantitativa a unor date, utilizand rapoarte si proportii,
pentru organizarea de date

Utilizarea operatiilor cu numere intregi pentru rezolvarea ecuatii-
lor si inecuatiilor

Aplicarea regulilor de calcul cu numere rationale pentru rezolvarea
ecuatiilor de tipulx+a=b,x-a=b,x:a=0b,(a#0),a-x+b=c
unde a, b, c sunt numere rationale

Recunoasterea coliniaritatii unor puncte, a faptului ca doua
unghiuri sunt opuse la varf, adiacente, complementare sau su-
plementare si a paralelismului sau perpendicularitatii a doua
drepte

Calcularea unor lungimi de segmente, masuri de unghiuri, in con-
textul geometriei triunghiului

Utilizarea unor modalitati adecvate de reprezentare a multimilor
si de determinare a c.m.m.d.c sia c.m.m.m.c

Aplicarea unor metode specifice de rezolvare a problemelorin care
intervin rapoarte, proportii si marimi direct/invers proportionale

4.1

4.2

43

4.4

4.5

4.6

5.1

5.2

53

5.4

5.5

5.6

6.1

6.2

6.3

Exprimarea in limbaj matematic a unor situatii concrete care se
pot descrie utilizand multimile si divizibilitatea

Exprimarea in limbaj matematic a relatiilor si a marimilor care
apar in probleme cu rapoarte, proportii si marimi direct sau invers
proportionale

Redactarea etapelor de rezolvare a ecuatiilor si a inecuatiilor stu-
diate, in multimea numerelor intregi

Redactarea etapelor de rezolvare a unor probleme, folosind ope-
ratii in multimea numerelor rationale

Exprimarea, prin reprezentari geometrice sau in limbaj specific
matematic, a notiunilor legate de dreapta, unghi si cerc
Exprimarea in limbaj geometric simbolic si figurativ a caracteristi-
cilor liniilor importante in triunghi

Analizarea unor situatii date in contextul multimilor si al divizibili-
tatiiin N

Analizarea unor situatii practice cu ajutorul rapoartelor, proportii-
lor si a colectiilor de date

Interpretarea unor date din probleme care se rezolva utilizand nu-
mere intregi

Determinarea unor metode eficiente in efectuarea calculelor cu
numere rationale

Analizarea seturilor de date numerice sau a reprezentérilor geo-
metrice in vederea optimizarii calculelor cu lungimi de segmente,
distante, masuri de unghiuri si de arce de cerc

Analizarea unor constructii geometrice in vederea evidentierii
unor proprietati ale triunghiurilor

Transpunerea, in limbaj matematic, a unor situatii date, utilizand
multimi, operatii cu multimi si divizibilitatea in N

Modelarea matematica a unei situatii date in care intervin ra-
poarte, proportii si marimi direct sau invers proportionale
Transpunerea, in limbaj algebric, a unei situatii date, rezolvarea

3.3 Aplicarea regulilor de calcul si folosirea parantezelor in efectuarea ecuatiei sau inecuatiei obtinute si interpretarea rezultatului
operatiilor cu numere intregi 6.4 Interpretarea matematicd a unor probleme practice prin utilizarea
3.4 Utilizarea proprietatilor operatiilor pentru compararea si efectua- operatiilor cu numere rationale
rea calculelor cu numere rationale 6.5 Interpretarea informatiilor continute in reprezentari geometrice
3.5 Utilizarea unor proprietati referitoare la distante, drepte, unghiuri, pentru determinarea unor lungimi de segmente, distante si a unor
cerc pentru realizarea unor constructii geometrice masuri de unghiuri/arce de cerc
3.6 Utilizarea criteriilor de congruenta si a proprietatilor unor triun- 6.6 Transpunerea in limbaj specific a unei situatii date, legate de geo-
ghiuri particulare pentru determinarea caracteristicilor unei confi- metria triunghiului, rezolvarea problemei obtinute si interpreta-
L guratii geometrice rea rezultatului

~

Fisa de observare a comportamentului

Comportamentul

Am dovedit interes in invatare.

Am urmat instructiunile profesorului.

Am lucrat individual.

Am cerut ajutor cand am avut nevoie.

Cand am gresit, am vrut sd aflu cum pot sa corectez.

Am dus activitatile pana la capat.

Mi-am spus parerea.

Am cooperat cu ceilalti in activitatile de grup.

Niciodata

Uneori Deseori intotdeauna

La finalul fiecarei unitati, evalueaza activitatea pe care ai desfasurat-o si modul in care te-ai simtit parcurgand aceste lectii.

6



10.

1.

Efectuati calculele:

a) 567 - 56 - 5;

b) 22:23 + 4040: 8;
c)2°—5%+25.52;

d) 3%3:3% 4+ 25.4°-10°:1000.

OO
NI A AL

Scrieti in cerculete numerele de la
11a 9, o singura data fiecare, astfel
fncat suma numerelor pe linie si pe

OO
NI

coloana sa fie egala cu 23. O

inlocuiti literele a, b, ¢, d, e, f, g cu a] ]
numerele 2,4,6,8,10,12, 14 astfel  [b]+]d|
incata+d+g=b+d+f=c+d+e. 7]

Demonstrati ca numarul a = (22° + 2% + 22%) . 21
este patrat perfect.

Demonstrati ca numarul b=(3°-38-37): 15 este
cub perfect.

Comparati numerele n si m daca:
a)n=2%sim=_8"; b) n =20"sim=50".

Scrieti:

a) divizorii numarului 12;

b) multiplii numarului 23, mai mari ca 35 si mai
mici decat 3°.

Se stie ca u este ultima cifrd a numarului 2%,

v este ultima cifrd a numarului 3* si w este ultima

cifrd a numdrului 5%. Stabiliti daca numarul

U+ v+ w este prim sau este compus.

Demonstrati ca oricare ar fi neN", numarul
a=3".5""1457+2. 3n+3aste divizibil cu 34.

Liviu are tot atatia frati cate surori si fiecare
sora are de doua ori mai multi frati decat surori.
Precizati:

a) numarul copiilor din familia lui Liviu.

b) numarul fratilor si numarul surorilor lui Liviu.

Intr-o cutie sunt cartonase de trei culori:

13 albastre, 21 galbene si 19 verzi.

a) Determinati numdrul minim de cartonase pe
care trebuie sa le scoatem la intamplare din

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

cutie pentru a fi siguri ca vom avea cartoane
din fiecare culoare.

b) Determinati numarul minim de cartonase pe
care trebuie sa le scoatem la intamplare din
cutie, pentru a fi siguri cad vom avea cel putin
trei cartonase albastre.

a) Scrieti sub forma de fractii zecimale:
3 77 2 17 1234

5100"3" 15" 45
b) Transformati in fractii ordinare:
1,4;2,5;1,(2); 2,3(4).

Ordonati descrescator numerele:

1251
2,(501); 2,5(501); 2,50(1); ——.
500

Efectuati calculele:

a)Z+E:2; c)0,1+0,22+ 0,33
4 2
2 3 2
b)4l—§:i; d) l + z : i .
2 510 2 3 9

. . N . 1
Efectuati calculele si precizati daca a = 3 + 6,(6)
este numar natural.

Un automobilist a parcurs doua cincimi din dis-
tanta de 535 km. Calculati ce distanta mai are de
parcurs.

Media aritmetica a doua numere este 9,25.

a) Determinati suma celor doua numere.

b) Daca unul dintre numere este 7,5, determinati
celalalt numar.

Ana a pus merele pe care le-a cules din gradina in
cosuri, cate 10 mere in fiecare cos si mai ramane
cu 21 de mere. Daca numarul merelor culese
de Ana este cuprins intre 92 si 110, determinati
numarul merelor culese de Ana si numarul de
cosuri pe care le are.

Cantitatea de 4320 kg de zahar se ambaleaza in
pungi de cate 750 g, iar pungile se pun in cutii,
fiecare cutie continand 24 de pungi. Determinati
numarul pungilor si numarul cutiilor care vor fi
folosite pentru ambalarea zaharului.



20.

21.

22,

23,

24,

25,

Intr-un magazin, erau de vanzare 14 sepcute:

rosii, albastre, verzi si galbene.

Se stie ca:

a) sunt cel putin doua sepcute
verzi, dar mai putine decat
sepcute de oricare dintre

celelalte culori; S

b) cele mai multe sepcute sunt rosii;

¢) suntmaimulte sepcute galbene decat sepcute
albastre.

Raul cumpadra toate sepcutele verzi. Calculati cate

sepcute raman si ce culoare au acestea.

Gabriel a avut 55 de lei. Dupa ce i-a dat surorii
sale, Simona, 9,5 lei, Gabriel a primit de la mama
lui inca 10 lei. Din banii pe care ii are acum,
Gabriel isi cumpara 4 creioane, cu 1,2 lei fiecare
si un stilou care costa 24,5 lei. Calculati suma de
bani cu care va ramane Gabriel.

Bogdan si Grig doresc sa-si cumpere aparate
de fotografiat. Bogdan alege un aparat care
costa 540 lei, iar Grig unul care are pretul de
1,2 ori mai mare. Ei primesc urmatoarea oferta:
la cumpararea a doua aparate foto, magazinul

7
vinde produsul mai ieftin cu 0 din pretul afisat.

Determinati suma platita pentru cele doua apa-
rate, folosind oferta primita.

Tudor citeste o carte, in fiecare zi acelasi numar de
pagini. Dupa patru zile, Tudor a citit 144 pagini.
Calculati numarul de pagini pe care le mai are de
citit, stiind ca, pentru a termina cartea, citeste, in
total, sapte zile.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere
astfel incat afirmatiile sa fie adevarate:

a) 3,53km=...dam;

b) 800 m=... km;

c) 12000 m?=... hm?=... ha;

d) 0,014 km?=... m%

e) 7000 m®=... dam?;

f) 35m3=...dm3

Copiati pe caiete, calculati si completati astfel ca
afirmatiile sa fie adevarate:
a)Tkm+2hm+3dam=...m;
b)3km-4,4hm-333dam=... cm;

27.

28.

29.

30.

31.

c)5ha+5ari+5m?=...m%
d) 30 m? + 3,303 dam?+ 33 000dm?=... m%

Cu ajutorul instrumentelor de geometrie cons-

truiti:

a) semidreapta OA, avand origine punctul O;

b) segmentul ABculungimeade 7,5cm;

c) unghiul drept ABC si unghiul alungit DEF;

d) punctele distincte A si B situate la distanta
6 cm unul fata de altul si M mijlocul segmen-
tului AB;

e) punctele distincte C si D si punctul S, simetri-
cul punctului C fata de D.

In desenul alturat este E
reprezentat cubul

ABCDEFGH. Numiti:

a) doua drepte paralele;

b) trei drepte concurente; A

Efectuati calculele cu masuri
de unghiuri:

a) 12°34' +43°26/;

b) 75°40' + 34°32'-100°12;

c) 12-(5°4);
d) (25°48): 4.

Calculati perimetrul si aria unui dreptunghi care
are lungimea 21,6 cm, stiind ca latimea este o
treime din lungime.

Intr-un acvariu se toarna 144 litri apa.

a) Calculati indltimea la care ajunge apa, daca
acvariul are forma unui paralelipiped drept-
unghic cu dimensiunile: L =96 cm, /=50 cm si
h=40cm.

b) Exprimati in procente gradul de umplere a
acvariului.

in figura aldturatd este D C
reprezentat un parc ABCD
in forma de dreptunghi
cuAB=85m,BC=44m. M N
Patratul MNPQ reprezinta A B
garduletul care imprejmu-

ieste patinoarul. Stiind ca garduletul are lungi-
mea de 132 m si ca suprafata din jurul patinoaru-
lui este acoperita cu dale, calculati:

a) lungimea portiunii MN a gardului;

b) aria suprafetei acoperita cu dale.




TESTUL NR. 1

I. Alegeti varianta corectd de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.

5p

5p

5p

5p

5p

5p

1. Rezultatul calculului 1 + 3° + 595 : 17 este:

A. 35; B. 36; C.37; D. 38.
2.Suma numerelor care dau catul 4 prin impartire la 5 este :
A. 100; B.110; C.120; D. 200.

. . e .. 65 .
3. Scris ca fractie zecimala, numarul T devine:

A.16,25; B. 12,25; C.15,26; D. 16,15.
4, Dintre numerele aaa0, bbb1, ccc2, 1234, este divizibil cu 3 numarul:
A. aaaO; B. bbb1; C. ccc2; D. 1234.
5. Simi a obtinut la geografie notele: 8, 10, 9, 8. Media notelor lui Simi la geografie este:
A.8; B. 8,50; C.8,75; D.o9.
6.Un patrat cu perimetrul 0,16 km are lungimea laturii de:
A.16 m; B.4 m; C.40 m; D. 400 m.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

20p | 1. Se considera numarul a =24+ 38:3%—(27- 3% : (2% 38).
a) Calculati numarul a.
b) Scrieti divizorii numarului a si calculati suma acestora.
20p | 2. Unautoturism parcurge 720 metriintr-un minut. Presupunand ca vitezaramane constanta, calculati
distanta pe care o parcurge autoturismul in 0,75 ore. Exprimati rezultatul gasit in kilometri.
20p | 3. Folosind rigla gradatd, reprezentati segmentul AB cu lungimea de 18 cm. Pe segmentul AB,
reprezentati punctele Csi D asa incat AC sa aiba lungimea 5 din lungimea segmentului AB, iar D
sa fie mijlocul segmentului BC. Calculati lungimile segmentelor AC, BC, BD, AD.
Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
TESTUL NR. 2
I. Alegeti varianta corectd de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.
.12 7 5
5p | 1. Rezultatul calculului —+—-——-— este:
3 54 6
1 2 3 4
A. —; B. —; C. —; D. —.
5 5 5 5
5p|2. Daca2*—2%=48, atunci xeste:
A.8; B.7; C.6; D. 5.
5p | 3. Daca numarul 3aa3 este divizibil cu 9, atunci a este:
A.0O; B. 1; C.6; D. 3.




5p| 4. Daniare 11 bancnote, unele de 10 lei, altele de 5 lei. Stiind cd, in total, are suma de 95 de lei,
numarul bancnotelor de 5 lei este:

A.3; B.5; C.1; D. 9.
5p| 5. Ariadreptunghiului cu perimetrul de 24 dm si lungimea cu 2 dm mai mare decat latimea este:
A.28dm?% B.24dm? C.26 dm? D.35dm?

5p | 6. Colectia de timbre a Anei este organizata in doud clasoare, fiecare avand 400 de timbre. Numarul

timbrelor Anei reprezinta 8 din numarul timbrelor prietenei sale, Sonia. Cele doua fete au
impreuna: K

A. 1700 de timbre; B. 1600 de timbre; C. 1800 de timbre; D. 2000 de timbre.
Il. Scrieti rezolvdrile complete.

10p | 1. a) Calculati suma dintre cel mai mic numar natural de trei cifre care este multiplu de 25 si cel mai
mare numar natural de trei cifre care este patrat perfect.

10p b) Calculati diferenta dintre cel mai mare numar natural de patru cifre, putere a lui 2 si cel mai
mic numar prim de trei cifre.

20p | 2. Sara pleaca de acasa la cinematograf, dar dupa ce merge 120 m, isi da seama ca a uitat biletul de
intrare. Se intoarce, isi ia biletul si pleaca din nou la cinematograf, parcurgand in total distanta de
2 km. Determinati distanta de la casa Sarei la cinematograf.

20p | 3. Asezand trei patrate avand laturile de aceeasi lungime unul langa altul
se obtine un dreptunghi cu aria de 300 cm?. Calculati dimensiunile si
perimetrul dreptunghiului.

Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.

1. Tnvatam gemetrie cu 2. Organizam datele cu
GeoGebra PROI ECTE Microsoft Excel sau cu Microsoft Word

A. Daca veti participa la proiectele propuse, va veti imbunatati abilitatile de utilizare a calculatorului si veti sti:

e sd realizati un tabel de frecvente si sa-|
prelucrati in vederea prezentarii in
forme sugestive;

e sa reprezentati diagrame asociate unui
sir de date folosind tabelul de date

e sd realizati cu acuratete configuratii
geometrice;

e sd probati intuitiv proprietati ale figuri-
lor geometrice;

. L. - realizat;
e sa calculati masuri ale unghiurilor, lun- < . . .
. . . esa calculati media unui set de date
gimi ale segmentelor, distante, arii; )
numerice;

e sa realizati animatii cu elemente geo-
metrice fundamentale;

e sd afisati textul care insoteste o figura
geometrica sau o animatie.

e sa ordonati un sir de date;

e sa introduceti si sa eliminati date din
sirul construit;

» sa modificati si sa salvati un fisier Excel
respectiv Word.

B..,PROVOCARI”
Fiecare,Provocare”este, de fapt, o invitatie |a realizarea unei configuratii, folosind GeoGebra, sau la realizarea unui tabel
de date si a unor diagrame corespunzatoare acestuia, folosind Aplicatia Microsoft Excel sau Microsoft Word.
Invitatia este lansata prin intermediul unui filmulet in care vi se explica cerinta si modul de lucru. Filmuletul poate fi
vizionat pe manualul digital.

10




1. MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

1.1 Multimi. Relatii intre multimi

Multimi. Multimea numerelor naturale

“." v . -
A/l Rezolvam si observam

In imaginea alaturata, putem observa: mai multi elevi intr-o sala de
clasa, banci, harti, un ceas de perete, o bibliotecd, instrumente de
scris, carti, caiete si alte obiecte.

Daca dorim sa ne referim doar la o categorie de obiecte bine deter-
minate, distincte, caracterizate printr-o proprietate comund, putem
vorbi despre:

Competente specifice: 1.1; 2.1; 3.1; 4.1; 5.1; 6.1

— multimea elevilor din clasd, fiecare elev reprezentand un element al multimii;

- multimea bancilor din clasa, fiecare banca fiind un element al multimii;

— multimea cdrtilor din clasa, multimea cartilor din biblioteca, multimea cartilor de pe banci;
—multimea hdrtilor din clasa etc.

@ L P
%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Consideram enuntul:,Cifrele pare sunt: 0, 2, 4, 6, 8"

Elementele enumerate sunt bine determinate si sunt distincte. Acestea formeaza multimea cifrelor pare. Fiecare
cifra para este un element al multimii date. Elementele multimii se enumerd intre acolade {0, 2, 4, 6, 8}.

Multimea este o ,colectie” de obiecte, bine determinate si distincte, numite elementele multimii.

Multimile se noteaza, de obicei, cu litere mari: A, B, C, ..., X, Y, Z.

Elementele multimilor se noteaza, de requlg, cu litere mici: a, b, ¢, ..., x, y, z.

Daca A este o multime si x este un element al acesteia, vom  Daca A={0, 2, 4, 6, 8}, atunci:

spune ca x apartine multimii A si scriem x € A. 0€A2€A4eA6€As5iBEA
Daca A este o multime si x nu este un element al acesteia, Daca A=1{0, 2, 4, 6, 8}, atunci:
vom spune ca x nu apartine multimii A si scriem x ¢ A. 1¢A,3¢A5¢A9¢A.
Multimile pot fi reprezentate in unul dintre urmatoarele moduri:
1. prin enumerarea elementelor, intre acolade: A={0,2,4,6,8};
A 0
2. prin scrierea elementelor in interiorul unei curbe inchise, > 4 6 °
numita diagramd Venn-Euler: . 24

A = {x| x este cifrd para}
Citim:,,multimea elementelor x, cu proprie-
tatea ca x este cifra para”.

3. prin precizarea unei proprietdti comune, specifica tuturor
elementelor:

Observatie. In clasa a Vl-a, vom folosi doar primele doud moduri de scriere a unei multimi: prin enumerarea
elementelor sau prin diagrame Venn-Euler.

Capitolul 1+ Multimi. Multimea numerelor naturale 1



Multimea formata cu toate numerele naturale se numeste .
; . < ScriemN ={0,1,2,3,...,n,n+1, ...}

multimea numerelor naturale si se noteaza N.

Multimea numerelor naturale diferite de 0 se numeste

. . o Scriem N* ={1,2,3,...,n,n+1, ...}
multimea numerelor naturale nenule si se noteaza N".
Multimea A = {0, 2, 4, 6, 8} este o multime
numerica.

Multimile N si N* sunt multimi numerice.

O multime se numeste multime numericd daca toate
elementele sale sunt numere.

O multime se numeste multime nenumericd daca aceasta MultimileB={m,a,t,e},C=1{a, 1,2},
contine cel putin un element care nu este numar. M = {®, o, #} sunt multimi nenumerice.

O multime poate sa nu aiba niciun element, poate sa aiba un numdr finit de elemente sau poate sa aiba un
numdr infinit de elemente.

O multime care nu are niciun element se nu-

. e . Multimea consoanelor din cuvantul ,ie” este multimea vida.
meste multimea vida si se noteaza &.

O multime care are un numar bine precizat
(finit) de elemente se numeste multime finita.
Numadrul elementelor unei multimi finite M
se numeste cardinalul acelei multimi si se no-
teaza card M.

Multimea vida este o multime finitd, cardinalul sau este 0 prin
definitie si scriem card & = 0.

Multimea M = {1, 4, 7, 9} este multime finita, cardinalul sau
este 4 si scriem card M = 4.

Multimile N si N* sunt multimi infinite.

in geometrie, dreapta, semidreapta, segmentul de dreapta
O multime care nu are un numar finit de sunt formate dintr-un numdr nesféarsit de puncte, adica din-
elemente se numeste multime infinitd. tr-o infinitate de puncte.

in concluzie, dreapta, semidreapta, segmentul de dreapta

sunt multimi infinite de puncte.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1

In imaginea alaturata, ABCD este patrat, punctul M este in interiorul patratului, D C

punctul N este situat pe latura BC, iar punctul Q este in exteriorul patratului.

a) Scrieti multimea V, a varfurilor patratului, multimea L, a laturilor patratului si <M
multimea P, a punctelor reprezentate, care nu apartin patratului.

b) Despre fiecare dintre punctele A, B, C, D, M, N, Q, stabiliti daca apartin patratu- N
lui ABCD. Scrieti rezultatul obtinut, in fiecare caz, folosind unul din simbolurile
€ sau &.

Solutie.a) V=1{A, B, C, D}; L ={AB, BC, CD, DA}; P ={M, Q}. b) A € ABCD; B € ABCD; C € ABCD; D € ABCD,;

N e ABCD; M ¢ ABCD; Q ¢ ABCD.

A xQ B

Putina gramatica
Numeralul cardinal exprima un numar natural, fara a face referire la obiecte sau la ordinea obiectelor.
Numeralul ordinal exprima locul sau ordinea numericd a obiectelor dintr-o insiruire.
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Aplicatia 2.

La o activitate de voluntariat au participat noudzeci si doi de elevi ai
scolii noastre. Doi dintre acestia au coordonat activitatea, iar ceilalti
noudzeci s-au organizat in noud grupe cu acelasi numar de elevi.
Prima, a doua si a treia grupa sunt formate din elevi de clasa a cincea
(a V-a), urmatoarele trei contin numai elevi de clasa a sasea (a VI-a), iar
celelalte grupe contin numai elevi de clasa a saptea (a Vll-a).

I. @) Scrieti multimea C, a numeralelor cardinale intalnite in text.
b) Scrieti multimea O, a numeralelor ordinale intalnite in text.
c) Scrieti multimea G, a grupelor in care ar putea fi Claudiu, stiind ca este elev de clasa a Vll-a.

Solutie.
I. @) C = {noudzeci si doi, doi, noudzeci, noud, trei}.

b) O ={prima, a doua, a treia, a cincea, a sasea, a saptea}.

¢) in clasa a saptea sunt elevii din ultimele trei grupe. G = {grupa a saptea, grupa a opta, grupa a noua.
Il. Notam cu A multimea elevilor participanti la activitate, cu B multimea elevilor care coordoneaza activita-
tea, cu D multimea elevilor organizati pe grupe, cu £ multimea grupelor si cu F multimea grupelor elevilor de
clasa a saptea. Reprezentati prin diagrame Venn-Euler multimea M = {card A, card B, card D, card E, card F} si
multimea C. Stabiliti, prin sageti, corespondenta intre elementele celor doua multimi.

Solutie.

Din text, rezulta: noudzeci si dos
card A=92; card B=2; card D= 90; noud
card E= 9; card F= 3; - noudzect

Atunci, M = {2, 3, 9, 90, 92}. Fiecare element din multimea C
reprezinta cardinalul uneia dintre multimile A, B, D, E, F.

£ - . .
.?-%} Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
o-e
1. Consideram cuvintele: numarul; scoala; matematica.
a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimea literelor din care sunt formate cuvintele date.
b) Copiati pe caiete si completati tabelul urmator, folosind modelul dat.

Cuvantul numarul scoala matematica
Numarul literelor cuvantului 7

Multimea formata cu literele cuvantului {fn,u,m,a,rl}

Cardinalul multimii formate cu literele cuvantului 6

2. Consideram numerele: 2022;321321; 11001100.
a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimea cifrelor din care sunt formate numerele date.
b) Copiati pe caiete si completati tabelul urmator, folosind modelul dat.

Numarul 2022 321321 11001 100
Numadrul cifrelor numarului 4

Multimea formata cu cifrele numarului {0, 2}

Cardinalul multimii formate cu cifrele numarului 2
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. Consideram multimile:

A ={0I 1l2I 3l4l 5’ 6I 7I 8[ 9}IB={4I 6I 8[ 10}’
C={100, 200, 300, ...900}, D=1{0, 5,10, 15, 20, ..., 40}.
Determinati cardinalul fiecareia dintre multimile
date.

Scrieti, folosind diagrame Venn-Euler:

a) multimea A, formata din toate numerele natu-
rale mai mici decat 3;

b) multimea B, formata din toate numerele im-
pare cuprinse intre 7 si 14;

c) multimea C, formata din vocalele cuvantului
exercitiu.

Se considera multimea P, a tuturor judetelor si
multimea T, a tuturor oraselor Romaniei.

a) Scrieti trei elemente ale multimii P.

b) Scrieti patru elemente ale multimii T.

Scrieti multimea cifrelor din sistemul zecimal de
numeratie, in fiecare dintre urmatoarele moduri:
a) prin enumerarea elementelor;

b) prin diagrame Venn-Euler.

Fie M multimea numerelor naturale de forma

m=5-n+3,neN.

a) Scrieti cele mai mici cinci elemente continute
de multimea M.

b) Verificati daca numerele 29, 48 si 2023 sunt
elemente ale multimii M.

Minitest

Alegeti litera care indica varianta corectd. Doar un raspuns este corect.

c) Demonstrati ca multimea M nu contine patrate

perfecte

8. Scrieti multimea tuturor numerelor, de cel mult
doua cifre, care se pot forma doar cu cifrele 0 si 1.

9. Consideram multimile:M={2,4,6,9},P={1,2,4,8}.
Copiati tabelul pe caiete si completati in caseta

libera litera A, daca afirmatia este adevarata si

litera F, daca afirmatia este falsa.

Propozitia A/F Propozitia A/F
2eP A 5¢P

22¢P 3’¢ M

2eMsi2¢gP 6 € Msaub6 € P
4eMsaud eP cardM=card P

10. Folosind harta administrativa a Romaniei, scrieti

multimea judetelor din care fac parte orasele:

Alba-lulia, Busteni, Constanta,

Deva,
Mangalia, Piatra-Neamt, Timisoara, Sinaia.

Eforie,

11. Fie a, b cifre nenule in baza 10 care verifica ine-
galitatile: 1 <a+2-b<7.
a) Scrieti multimea tuturor numerelor de doua

cifre care se pot forma cu cifrele a si b.

b) Determinati cardinalul multimii obtinute.

15p | 1. Se considera multimea T a tuturor oraselor din Transilvania. Un element al multimii T este:

A. Buzau; B. Arad;

C. Targoviste;

15p | 2. Multimea cifrelor impare, scrisa prin enumerarea elementelor, este:

A' {11 2! 3l 41 5}; B' {11 31 4! 51 71 9};

c' {11 31 5! 9};

D. Medgidia.

D. {1,3,5,7,9}%.

20p | 3. Cel mai mare element al multimii patratelor perfecte de cel mult doua cifre este:

A. 90; B. 100;

C. 81;

20p | 4. Daca x este numar natural si 2 e{x— 3, x + 3}, atunci x este egal cu:

A. 2; B. 3;

C. 1;

D. 99.

D. 5.

20p | 5. Dacay+ 2siy+5suntelemente ale multimii {4, 6, 7, 8}, atunci y este egal cu:
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A. 2; B. 4;

C.6;

Nota:

D.7.

1

Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.




a Relatii intre multimi

o

Consideram multimea A, a numerelor naturale impare, mai mici decat 13, multimea B, a numerelor naturale
impare si multimea C={1,3,5,7,9, 11}.
a) Scrieti multimea A prin enumerarea
elementelor. a) Numerele naturale impare, mai mici decat 13 sunt:
b) Pentru multimile A si C, stabiliti daca exista 1.3,5,7,9,11,deciA={1,3,5,7,9, 11}
elemente care apartin uneia dintre mu|t|m| b) Cum(C={1,3,5,7,9,11}, deducem ca cele doua mul'glml
si nu apartin si celeilalte. au exact aceleasi elemente.

Despre multimile A si C vom spune ca sunt egale.

¢) Daca un element apartine multimii A, atunci acesta este
c) Pentru multimile A si B, stabiliti daca exista impar, deci apartine si multimii B. Pe de alta parte, numa-
elemente care apartin uneia dintre multimi rul 27 este impar, adica apartine multimii B, dar nu apartine
si nu apartin si celeilalte. multimii A. Prin urmare, exista elemente ale multimii B care
nu apartin multimii A.
Vom spune ca:
multimea A este inclusd in multimea B sau ca multimea B include multimea A sau ca multimea A este
submultime sau parte a multimii B.
multimea B nu este inclusd in multimea A sau ca multimea A nu include multimea B.

e

Q;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Daca A este multimea cifrelor in baza 10 si B este
multimea numerelor naturale mai mici decat 10,
atunciA=B8=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Dacad A este multimea cifrelor in baza 2, iar

Daca A si B nu sunt egale, scriem A = B. B=1{0, 1, 2}, atunci A=1{0, 1} si nu contine
elementul 2, deci A #B.

Doua multimi sunt egale daca au aceleasi elemente.
Daca A si B sunt doua multimi egale, scriem A = B.

& < M, oricare ar fi multimea M.

M c M, oricare ar fi multimea M.

Toate elementele multimii A = {0, 1} sunt si
elemente ale multimii B={0, 1, 2}, deci

A c B, iar A este submultime a multimii B.

Multimea A este inclusd in multimea B daca toate elemen-
tele multimii A sunt si elemente ale multimii B.

Daca multimea A este incluséd in multimea B, scriem A c B;
Multimea A se numeste submultime sau parte a multimii B.

Daca multimea A nu este inclusd in multimea B, scriem Pentru multimile A = {a, 2, } si B = {a, ¢, 7}
; ’ ! 2e A dar2 ¢ B, deci Az B.

P 7B dar7 ¢ A deci B A. v

Observatii.
Daca multimea A este inclusd in multimea B, mai spunem si ca multimea B include multimea A si scriem B A.
Daca A nu este inclusd in multimea B, mai spunem si ca multimea B nu include multimea A si scriem B 2 A.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1
Se considera multimile A = {11, 22, 33, 44, 55}, B={11, 2a, b5, 44, cc} si multimea C dat
prin diagrama aldturata.
a) Determinati cifrele g, b, c astfel incat A =B.
b) Pentru g, b, ¢, determinate la subpunctul a), identificati cifra x astfel incat B=C.
¢) Folosind valorile obtinute la subpunctele a) si b), stabiliti relatia dintre multimile A si C.

C

Solutie. a) Pentru ca A = B, adicd pentru ca A si B sd aibd aceleasi elemente, trebuie ca 2a=122,
b5=55si cc=33.0btinema=2,b=5,c=3.
b) Din B=C, rezultaxx=11,decix=1. c)A={11,22,33,44,55}=C.

Retinem!

1. Orice multime este egald cu ea insasi. A = A, oricare ar fi multimea A.
2.Daca A=B, atunci B=A.
3.DacaA=BsiB=C atunciA=C.

Observatii. 1. Daca A = B, atunci card A = card B.
2, Exista multimi diferite care au acelasi numar de elemente, adicd A= Bsicard A= card B

Aplicatia 2
Triunghiul ABC, reprezentat in imagine, este multimea tuturor punctelor din plan

situate pe cel putin unul dintre segmentele AB, BC, AC. ¢
a) Scrietimultimeal,alaturilortriunghiuluisimultimea V, a varfurilor triunghiului.
b) Scrieti submultimile multimii L care au cardinalul 2. B
¢) Scrieti toate submultimile multimii V.
Solutie. a) L = {AB, BC, CA}; V=1{A, B, C}. b) {AB, BC}; {AB, CA}; {BC, CA};
<) G {A} {BY {CE{A, B} {B, C}; {A, G} {A, B, CL.
Aplicatia 3
Stabiliti, argumentat, daca sunt adevarate sau sunt false propozitiile: {1, 2, 3} < {0, 2, 1, 7}; {3} < {0, 1, 2, 3, 7};
Dz {0};{a, b, c}>{a, ch
Rezolvare

Propozitia A/F Justificare
{1,2,3}c{0,2,1, 7} 3e{1,2,3},dar3¢{0,2,1,7}
{31c{0,1,2,3,7} 3e{3}5i3€{0,1,2,3,7}

& ¢ {0} & este submultime a oricarei multimi
{a,b,cto{a, c}

Retinem!

a) Multimea vida este submultime a oricarei multimi A. Scriem & c A.
b) DacaAcBsiBc C atunciAc C.
¢) Auloc afirmatiile: ¢.: Daca A c BsiBc A, atunciA=B.c,:Daca A= B, atunciAc BsiBCA.

> | T > |

aefa,ctsiaeia, b, ckcefa ctsicela b, cl

16



1.

p-a
e o
°-o

BS®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltim
Fie multimeaM=1{2, 3,4, 5, 7, 8}. Copiati pe caiete
si scrieti in caseta libera A, daca propozitia este

adevdratad si F, daca propozitia este falsa.

Propozitia A/F Propozitia A/F
{2,3lcM 2,6} M
6,7} aM {3,4,5}eM
{3,6,7}cM {0,1,6}zM
{2,8cM {1,2,3,4,5,8cM
2. Scrieti toate submultimile pentru fiecare dintre
multimile:
a) A={a, b},
b) B=1{0,1,2};
c) C=1{2,3,9 10}
3. Scrieti submultimile cu doud elemente, ale multi-
mii literelor cuvantului,capac”
4. 1n figura urmatoare sunt reprezentate prin dia-

grame multimile A si B.
A B

B

a) Determinati multimea M, a elementele comu-
ne multimilor A si B.
b) Scrieti submultimile multimii M.

10.

c) Determinati multimea C, a elementelor care
apartin multimii A si nu apartin multimii B.

d) Scrieti toate submultimile multimii C.

Multimea M are zece elemente. Precizati numarul

submultimilor multimii M, care au cardinalul 2.

Se considera multimea X={13, 23, 33,43, ...,93}.

a) Determinati submultimile multimii X care sunt
formate numai din numere naturale divizibile
cu 3.

b) Decideti, justificand rdspunsul dat, daca exista
submultimi nevide ale multimii X, formate nu-
mai din patrate perfecte.

Determinati valorile numarului natural g, astfel
incat multimea {q, 7} sa fie submultime a multimii
{6,7,8}.

Determinati multimea A, stiind ca {1, 3, 5} c A si
Ac{1,3,57,9}.

Multimile A si B sunt egale. Determinati elemen-
tele a si b pentru fiecare dintre cazurile:

a) A={1,a0,3},B=1{2,3,b}

b) A={a,7,11},B={1,b,11}

c) A={9,16,a+b},B={a+5, 16, 23}

Fie multimea M={1, 2, 3, ..., 9, 10}. Determinati
submultimile multimii M, de forma{a, b, c}, unde
a+b=c

Minitest
1. Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.
15p a) O submultime a multimii numerelor prime este:
A. {1,2,3,5} B. {2,4,6,...}; C. {1517} D. {2, 3,2+3, 23}
15p b) Daca elementele multimii A sunt toate numerele naturale cuprinse intre 2 si 5, B=1{2, 3, 4, 5}, iar
multimea C este formata din numerele naturale mai mici decat 5, atunci:
A. ACB; B. BcC C. CcA D. B A.
15p c) Numarul submultimilor cu doua elemente ale multimi {1, 11, 111} este:
A. 1; B. 2; C.3; D. 4.
15p d) Multimile {x— 3, x + 3} si {17, 23} sunt egale pentru x egal cu:
A. 14; B. 20; C. 26; D. 23.
30p | 2. Copiati pe caiete si completati spatiile libere cu unul din simbolurile  sau & pentru a obtine
enunturi adevarate:
o
a) (3}..{1,2,3}; b) {a,b,c,d, e}...{a,b}; ) &..N. adh
Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Reuniunea a doua multimi. Intersectia a doua multimi. Diferenta a doua multimi

Observati configuratia alaturata si identificati:
a) multimea A, a punctelor reprezentate pe dreapta a;

b) multimea B, a punctelor reprezentate pe dreapta b;
c) multimea X, a punctelor care apartin atat dreptei a cat si dreptei b;

d) multimea Y, a punctelor reprezentate pe cel putin una din dreptele a sau b;
e) multimea D, a punctelor reprezentate pe dreapta g, care nu apartin dreptei b;
f) multimea D,, a punctelor reprezentate pe dreapta b, care nu apartin dreptei a.
a)A={M,N,O,PrLb)B={S,0O,T}
c) X={0}. Multimea X se numeste intersectia multimilor A si B si scriem X=A N B.
d) Y={M, N, O, P, S, T}. Multimea Y se numeste reuniunea multimilor A si B si scriem Y=A U B.
e) D,={M, N, P}. Multimea D, se numeste diferenta dintre multimea A si multimea B si scriem D, = A\ B.
f) D,={S, T}. Multimea D, se numeste diferenta dintre multimea B si multimea A si scriem D, = B\ A.
&

g Descoperim, intelegem, exemplificam

Reuniunea multimilor A si B este multimea notata A U B,
formata cu elementele care apartin cel putin uneia dintre
cele doua multimi.

Intersectia multimilor A si B este multimea notata A N B,
formata cu elementele comune ale celor doua multimi.

Doua multimi C si D care nu au niciun element comun se
numesc multimi disjuncte si scriem C N\ D= .

. . . . . . .
Diferenta dintre multimea A si multimea B este multimea 4’4 S
notatd A\ Bsau A - B, formata cu elementele care apartin 12 161

A B

multimii A si nu apartin multimii B. A-B=1{4,8,12 16}

B-A={10,30}
.ﬁ. Retinem! A F
Operatia Notatie | Caracterizare Citire
. Daca x € AUB, atuncix € Asaux € B. Multimea A reunitd cu multimea B sau
Reuniunea | AUB . . . o .
Daca x € Asau x € B, atuncix € AUB. reuniunea multimilor A si B.
. Daca x € ANB, atuncix € Asix € B. Multimea A intersectatd cu multimea B
Intersectia | ANB . . L : . o i
’ Daca x € Asix € B, atuncix € ANB. sau intersectia multimilor A si B.
. Dacax € A\ B, atuncixe Asix ¢ B. Multimea A minus multimea B sau dife-
Diferenta A\B . . . . . - .
’ Dacax € Asix ¢ B, atuncix € A\B. renta dintre multimea A si multimea B.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1

Andrei, Vlad, Tudor, Silviu, loana, Alexandra, Mihai, Sofia si Simona, elevi in clasa a VlI-a, participa la cel putin
unul dintre cursurile de sport. Astfel: Andrei, Vlad, Tudor si Sofia participa la baschet, Tudor, Silviu, loana si
Alexandra participa la inot, loana, Alexandra, Mihai, Sofia si Simona participa la volei. Notdm cu A multimea
elevilor care participa la baschet, cu B multimea elevilor care participa la inot si cu C multimea elevilor care
participa la volei.
a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, Solutie.
multimile A, B, C si precizati cardinalul a) A ={Andrei,Vlad, Tudor, Sofia}; card A = 4;
fiecareia. B ={Tudor, Silviu, loana, Alexandra}; card B = 4;
b) Scrieti multimile:AUB,AN B, BN C, C ={loana, Alexandra, Mihai, Sofia, Simona}; card C = 5;
ANCANBNCA\B C\B B\C.
c) Folosind rezultatele de la subpunctul b), b) AU B={Andrei, Vlad, Tudor, Sofia, Silviu, loana, Alexandra}

precizati: AN B={Tudor}; BN C={loana, Alexandra};
¢,) numarul elevilor care participa la bas- ANC={Sofia,; ANBNC=3;
chet sau inot; A\ B={Andrei, Vlad, Sofia};
¢,) numarul elevilor care participa la bas- C\ B={Mihai, Sofia, Simona};
chet si volei; B\ C={Tudor, Silviu}.
¢,) numarul elevilor care participa la inot
si nu participa la volei. c) c)card(AUB)=7;c)card (AN C)=1;c,) card (B\ () = 2.
Aplicatia 2

Se noteaza cu A multimea numerelor naturale de Solutie. A={10,11,12,13,14,15,16, ..., 25, ...99},
doua cifre si cu B multimea numerelor naturale de B={15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95}.

forma as. a) Toate elementele multimii B sunt si elemente ale
a) Stabiliti, argumentat, daca multimea B este multimii A, deci B C A.

inclusa in multimea A. b) AU B=A.
b) Deduceti relatia dintre multimile A U B si A. c) ANB=B.

c) Deduceti relatia dintre multimile A N Bsi B.

Retinem!

1.A U B=BU A, oricare ar fi multimile A si B. 3.DacaAc B, atunciAUB=BsiANB=A.
2.ANB=BMNA, oricare ar fi multimile A si B. 4.Daca A#B, atunciA\B= B\ A.

Ba®d Exersiam, ne antrendm, ne dezvoltiam
e-e

1. In figura aldturatd sunt reprezentate prin dia-
grame multimile A si B.
a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, multi-
mile A si B.
b) Determinati multimile AU B,AN B,A\BsiB\A.
Scrieti-le prin enumerarea elementelor.

19



2,

3.

4.

Fie multimile A=1{2, 3,5} si B={1, 3, 4, 5}. Calculati
AUB,ANB,A\B,B\A.

In figura urmatoare sunt reprezentate prin

diagrame multimile A, B si C.

a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, multi-
mile A, Bsi C.

b) Determinati multimile:
AUBUCANBNC (B\A)N(B\Q).Scrieti
aceste multimi prin enumerarea elementelor.

7
s
a) Scrieti doua multimi a cdror reuniune este
multimea {1, 2, 3};

b) Scrieti doua multimi disjuncte a caror reuniu-
ne este multimea {0, 1, 2, 3}.

Determinati multimea M, stiind ca MU {a}={q, b, ¢}.
Identificati toate cazurile posibile.

Fie multimea P = {3, 8}.

a) Scrieti doua multimi care au ca intersectie
multimea P.

b) Scrieti trei multimi care au ca intersectie mul-
timea P.

c) Scrieti doua multimi a caror diferenta este
multimea P.

Determinati multimea M, stiind ca

MU {2,3,4=1{1,2,3,4,5}siMN {2,3} = <.
Determinati multimile A si B, stiind ca sunt
indeplinite simultan conditiile
AUB={1,2,4,56,7, AN B={2,6},A\B={1,7}.

Determinati multimile A si B, stiind ca A\ B={5, 6},
B\A={3,7}siAN B={2,4}.

Vv

Aplicatii: operatii cu multimi

Reuniunea multimilor A si B este multimea notata A U B, formata cu elementele care apartin cel putin uneia
dintre cele doua multimi.

Intersectia multimilor A si B este multimea notatd A N B, formata cu elementele comune ale celor doua multimi.

Diferenta dintre multimea A si multimea B este multimea notata A\ Bsau A - B, formata cu elementele care
apartin multimii A si nu apartin multimii B.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1.

Prin suprapunerea partiald a suprafetei patratice P si a suprafetei triunghiulare T, au luat nastere suprafetele
S.,S siS..
1772373

a) Scrieti fiecare dintre multimile S, S, si S, folosind operatii intre multimile de .
puncte PsiT. P
b) Stabiliti relatii intre multimile P\ S_si P\ T.
¢) Stabiliti relatii intre multimile TU P,PU S, S UTsiS US,US.. S T
Solutie. 1 5,
a) S,=P\T:5,=PNT;S,=T\P. 55
b) P\S,=P\T=5;

o TUP=PUS,=S,UT=S,US,US,
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Aplicatia 2

Lacul Bucura | Zdnoaga Balea Capra Podragu | Taul fara fund | Galcescu
Adancimea 155m 29 m 1Tm 8 16 m 17,6 m 9m
Intinderea 10 ha 6,5 ha 4,6 ha 1,6 ha 3 ha 3,76 ha 3 ha

Masivul muntos in

. Retezat Retezat Fagaras Fagaras Fagaras Rodnei Paran
care este situat garas garas garas g

in tabelul de mai sus, sunt prezentate adancimea, suprafata si masivul
muntos in care sunt situate, pentru cateva din lacurile glaciare din Romania.

a) Folosind datele din tabel, scrieti:
- multimea A, a lacurilor care apar in tabel;
- multimea B, a lacurilor situate in masivul Fagaras, care apar in tabel;
- multimea G, a lacurilor care apar in tabel si au suprafata mai mare
de 3 ha;
- multimea D, a lacurilor care apar in tabel si au adancimea cel

putin 11 m. Lacul Zdnoaga - cel mai addnc lac
b) Folosind operatii cu multimi si rezultatele de la subpunctul a), scrieti:

- multimea X, a lacurilor care nu sunt situate in masivul Fagaras;
- multimea Y, a lacurilor care au suprafata mai mare de 3 ha si adancimea de cel putin 11 m;
- multimea Z, a lacurilor care au suprafata mai mare de 3 ha sau adancimea de cel putin 11 m.

glaciar din Romania

Solutie.
a) A = {Bucura, Zanoaga, Balea, Capra, Podragu, Taul fara fund, Galcescu}; B = {Balea, Capra, Podragu};
C={Bucura, Zanoaga, Balea, Taul fara fund}; D = {Bucura, Zanoaga, Balea, Podragu, Taul fara fund};
b) X=A\B={Bucura, Zanoaga, Taul fara fund, Galcescu}; Y=CN Dsi Z=CU D, deci Y = {Bucura, Zanoaga,
Balea, Taul fara fund}; si Z={Bucura, Zanoaga, Balea, Podragu, Taul fara fund}.

,ﬁ. Retinem!

card (AU B) = Daca A si B sunt disjuncte, atunci card (AU B) =
=card A+ card B—card (AN B). card (AU B)=card A + card B. =card (A\B) + card (B\ A) + card (AN B).
B A B A B A
ANBzJ ANB=Y ANBzJ
Observatii.
1.Dacd A=B,atunciA\B=B\A=(. 3.(A\B)N (B\A) =, oricare ar fi A si B.
2.Daca A#B,atunciA\B=B\A. 4.Daca ANB=, atunciA\B=AsiB\A=8.
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4

p-a
e o
°-o

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Pentru multimile A = {1, 2, 5, 7} si B = {2, 9, 6},
calculati: AU B;BUA;ANB; BN A; A\B; B\ A.

Multimea A indeplineste simultan conditiile:
a) 1 €A

b) Daca x € A, atunci (x+ 3 )e A.
Demonstratica 10 € A.

Se considera multimea A formata din cifrele a,
pentru care numerele naturale de forma 2a3 sunt
divizibile cu 3 si multimea B, a numerelor naturale
b pentru care 2°< 16.

Calculati multimile A, B, AN Bsi (A\B) U (B\ A).

Multimea A are 25 elemente, multimea B are
52 de elemente, iar AN B are 2 + 5 elemente.
Determinati numarul elementelor multimii A U B.

Multimea C are 26 elemente, multimea D are
62 de elemente, iar CU D are 80 elemente.
Determinati numarul elementelor multimii CN D.

La un test la care au participat 30 de elevi, s-au dat
sprerezolvare doud probleme. Una dintre probleme
a fost rezolvata de cdtre 25 de elevi, cealalta
problema a fost rezolvata de catre 17 elevi, iar
2 elevi nu au rezolvat nicio problema. Determinati
numarul elevilor care au rezolvat ambele probleme.
Rezolvati problema cu ajutorul multimilor.

Minitest

Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.

10.

Se considera multimea

(3132 33 34
2'3"4" 5"

Determinati multimeaB=AN N.

Fie multimile A=1{1,2,3,...,99, 100},

B=1{122232...,11%122%.

a) Determinati numarul elementelor multimilor
AUB si ANB.

b) Comparati suma elementelor multimii A cu
suma elementelor multimii B.

Multimile A si B sunt disjuncte,
AUB={1,23,4,56,7,8,9,10, 11}, iar
A={a,b,ctcua+b+c=28.

Determinati multimea B, identificand toate cazu-
rile posibile.

Fiecare dintre cei 232 elevi ai unei scoli vorbeste

cel putin una din limbile engleza si franceza. Se

stie ca 194 dintre acestia vorbesc limba engleza

si 96 vorbesc limba franceza.

a) Determinati numadrul elevilor care vorbesc
ambele limbi.

b) Determinati numarul elevilor care vorbesc
numai limba engleza.

Fie multimile A=1{2, 3, 6}, B={1, 3, 4} si C = {3, 4, 5}. Atunci:

20p a) Multimea A U B este:

A.{1,2, 3,6} B.{1,2,4,6};
20p  b) Multimea BNC este:

A.{3,4,5} B.{3,5};
20p | c) Multimea C\ A este:

A. {3, 4} B. {4, 5};
20p | d) Multimea A \ Beste:

A.{2, 3,6} B. {3, 6};
10p | e) Multimea AN BN Ceste:

A.Z; B.{2,3};

22

C.{1,2,3,4,5,6} D.{1,2,3, 4,6}
C.(3,4} D. {4, 5}.

C.(3,5); D.J

C.{1,2,3,6} D. {2,6}.

C.{2,4} D. {3}. po

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.



Recapitulare si completari

Numadrul natural a se di- Exemplu Cum scriem Cum citim
vide la numarul natural 6 :2sau 6 se dividela 2;

b sau este divizibil cu 6 este divizibil cu 2;
numarul natural b, daca 6 : 3sau 6 se divide la 3;
exista un numar natural ¢ 6=3-2; 6 este divizibil cu 3;
astfelincata=b-c. 2| 65sau 21l divide pe 6;
Scriema : bsau b|a. 3|6. 31l divide pe 6.
Observatii.

1.0 : b, oricare ar fi numarul natural b. (0=b-0)
2.a: 1sia: aoricare ar fi numarul naturala. (a=1-a)
3. Daca a # 0, atunci a,70 (0 nu este divizor al niciunui numar natural nenul).
4, Comentariu metodic.
Pentru a nu se crea confuzii, in clasa a VI-a, vom considera divizori doar numere naturale nenule.

Numarul a din relatia a : b se numeste multiplu al numarului b, iar b  Numarul 6 este multiplu al lui 2 si al lui
se numeste divizor al numarului a. 3. Numerele 2 si 3 sunt divizori ai lui 6.

Daca a > 2, atunci a are cel putin doi divizori: numarul 1 sinumarul a, Pentru numarul 6:
care se numesc divizori improprii ai lui a. 1'si 6 sunt divizori improprii;
Daca a mai are si alti divizori, acestia se vor numi divizori proprii ai

ui 2 si 3 sunt divizori proprii.
ui a.

Un numar natural p > 2 care are exact doi divizori (1 si p) se numeste numdr prim.
Orice numar natural n > 2 care nu este numar prim, se numeste numar compus.

Observatii. 4. Numerele prime au doar divizori

1. Singurul numdr par care este numar prim este numarul 2. improprii.

2. Numerele 0 si 1 nu sunt nici numere prime si nici numere compuse. 5. Numerele compuse au cel putin

3. Daca p este numar prim, atunci p nu este patrat perfect. un divizor propriu.

§@ Descoperim, intelegem, exemplificam
< : S D,={1,7}%; M,={0,7,14,21,...};
7 7
1. Notam cu D, multimea diisorllor| 1y’ _1,2.3,4,6,12); M, =1{0,12,24,36, ...}
’ n ’ D,=1{1,3,5,15} M,.={0,15,30, 45, ...}.

multiplilor numarului natural n.
Pentru numerele 7, 12, 15, scrieti multi- | Observatii. Multimea D_este multime finita, oricare ar fi
mea D, apoi scrieti multimea M , eviden- | numarul natural nenul n.

fiind cele mai mici patru elemente ale ' Multimea M, este multime infinit3, oricare ar fi numarul natural
acesteia. nenul n.
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2. Consideram multimea A={16, 19, 26, 29, 36, 39, 46, 49, 56, 59, 66, 69, 76, 79, 86, 89, 96, 99}.

Solutie.
a) Scrieti submultimea B — A, ale cdrei | a) Numerele naturale divizibile cu 2 formeaza multimea multi-
elemente sunt numere naturale divizi- plilor lui 2, notata M..
bile cu 2. B=ANM,={16, 26, 36, 46, 56, 66, 76, 86, 96}.
b) Scrieti submultimea C — A, ale carei  b) Numerele naturale divizibile cu 3 formeaza multimea multi-
elemente sunt numere naturale divizi- plilor lui 3, notata M..
bile cu 3. C=ANM,=1{36, 39, 66, 69, 96, 99}.

c) Folosind rezultatele de la subpunctele | ¢) Un numar natural se divide la 6, doar daca se divide sila 2 sila
a) si b), scrieti submultimea D c A, ale | 3,adica M, =M, N M.,
carei elemente sunt numere naturale Prin urmare, D =B N C ={36, 66, 96}.
divizibile cu 6.

d) Folosind rezultatele de la subpunctele a) | d) Un numar natural se divide la cel putin unul dintre numerele 2

si b), scrieti submultimea £, ale carei ele- si 3, doar daca acesta apartine reuniunii M,UM..
mente sunt numere naturale divizibile |  Atunci, E=AN (M, U M,) sau
cu cel putin unul din numerele 2 sau 3. E=BUC={16, 26, 36, 39, 46, 56, 66, 69, 76, 86, 96}.
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Proprietatea Exprimarea in limbaj de multimi

1. Daca numarul natural p > 2 este numar prim, atunci acestaare 1. Daca p > 2 este numdr prim, atunci
doar divizori improprii. D, =11, p}.

Daca numarul natural p > 2 are numai divizori improprii, atunci Dacap >2si Dp ={1, p}, atunci p este numdr
p este numar prim. prim.

Exemplu: p=11 este numar prim si Dp = D” ={1, 11}
2. Toate numerele pare, diferite de 2, se divid la 2, deci au cel 2.Oricarearfik>2, {1,2,2k}cD,,.
putin un divizor propriu.
Exemplu: 62 = 2 - 31, este numar par si D62= {1,2,31,62}, deci{1, 2,62} Dﬁz.
3. Orice patrat perfect, diferit de 0 si de 1 are cel putin 3 divizori. 3.Dacap € N, p>2, atunci{1, p, p% <D.,.

Exemplu: 16 = 42 si D,={1,2,4,8, 16}, deci{1,4,4% c D,

4. Daca un numar natural este divizibil la doua numere prime,
atunci acesta este divizibil si la produsul lor.
Daca un numar natural este divizibil la produsul a doua nu-
mere prime, atunci acesta este divizibil la fiecare dintre ele.

4. Daca p si g sunt numere prime, atunci
MpﬂM M, siM, cM, ﬂM
Rezulta M, N M_= M

Exemplu:Dacdai2sia:3,atunciai6,adicaai (2-3), deci M, N M, c M,. Pe de alta parte, dacd a i 6, atunci

ai3sia:i2 deciM,cM,N M,.Prinurmare, M, N M,=M,.

5. Dacd p este numar prim, p | a si a este patrat perfect, atunci 5. Daca p este numar prim, p € D, sia este
p*|a. patrat perfect, atuncip? € D_.

Exemplu: 5| 100 si 100 este patrat perfect. 52 = 25 si 25| 100.

6.Dacd a € N, p este numar prim astfel
incatp € D, si p? g, atunci a nu este pa-
trat perfect.

6. Daca a este numar natural, iar p este numar prim astfel incat
p | asip? 4 aatunci a nu este patrat perfect.

Exemplu: Pentru a = 300 si p = 3, avem 3 1300, 324 300, deci 300 nu este patrat perfect, fapt confirmat side
relatia 172< 300 <182
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Ba®d Exersiam, ne antrenim, ne dezvoltim
*-@

Demonstrati ca:

a) Numarul 168 este divizibil cu 7.

b) Numarul 92 nu este divizibil cu 8.

c) Numarul 6 divide numarul 132.

d) Numarul 12 nu divide numarul 146.
e) 76 este multiplu al numarului 19.

f) 30 este divizor al numarului 210.

Copiati pe caiete si completati in fiecare caseta
Dzl "

libera unul dintre simbolurile ,:* . 7* | 4" astfel
incat sa obtineti enunturi adevarate:

a) 40| | 2 el 9| | 567
b) 162 | 3; f) 10°| | 700;

<) 94D 5; g 2 Dm;
d) 1001| | 10; hy 5 | 152

Fie multimea M=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}. Scrieti

multimile formate cu:

a) elementele multimii M, care sunt divizori ai
numarului 10.

b) elementele multimii M, care sunt multipli ai
numarului 2.

c) elementele multimii M, care nu sunt multipli
ai numarului 3.

Determinati numarul natural n in fiecare dintre

situatiile:

a) n este divizor propriu al numarului 34;

b) n+ 5 este multiplu al lui 10 si n < 20;
¢) n?+ 1 este divizor impropriu al numarului 82.

Minitest

20p | 1. Multimea divizorilor numarului 18 este:

20p | 2. Numadrul natural 33 are:
A. 2 divizori; B. 3 divizori;

A.{2,3,4,6,9,18}; B.{1,2,3,6,9, 18}

Precizati, justificand raspunsul:

a) daca se pot imparti, in mod egal, 59 de porto-
cale la trei copii;

b) la cati copii se pot imparti, in mod egal, 58 de
portocale.

Fie multimea

M ={2,4,5,9,13, 20, 29, 35,49, 77, 97}.

a) Scrieti, prin enumerarea elementelor, multi-
mea P a numerelor prime care apartin multi-
mii M.

b) Scrieti, prin enumerarea elementelor, mul-
timea C a numerelor compuse, care apartin
multimii M.

a) Determinati doua numere prime a caror suma
este 91.

b) Determinati doua numere prime a caror suma
este 42. Analizati toate cazurile posibile.

Notam cu P multimea numerelor naturale prime
si cu M, multimea numerelor naturale pare.
Determinati multimea P N M.,

Demonstrati ca numarul a = 23-5*+ 1 este numar
compus.

Determinati toate numerele prime care sunt
divizori ai numaruluib=7 + 7>+ 73.

20p | 3. Multimea multiplilor de doua cifre a numarului 18 este:

A.{18,36,54,72}; B. {18, 32, 54,76, 90};

ol
C.{1,3,6,9,18}; D.{1,2,6,9,18}.
C. 4 divizori; D. 5 divizori.
C.{0, 18, 36, 54, 90}; D. {18, 36, 54,72, 90}.

30p | 4. Numarul multiplilor mai mici decat 100 ai numarului 12 este:

A.7; B. 8;

C.9; D. 10.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Descompunerea numerelor naturale in produs de numere prime

Orice numar natural n > 2 se poate scrie ca putere a unui numdr 2=2';3=3,5=5%7=7;

prim sau ca produs de puteri cu bazele numere prime diferite. 10=2'-5'; 100 = 22- 5% 1000 = 23- 5%
Scrierea descrisa mai sus se numeste descompunerea in factori primi 12 =22-3';16=2%15=3".5";
anumdruluin. 40=23.5:75=3".52

— 73 1T -1 3.
Observatie. Descompunerea in factori primi a unui numar natural 40=2°-5"=5"-27
este unicd, facand abstractie de ordinea factorilor. 1000 =2%.5°=53- 2%,

%—/ Descoperim, intelegem, exemplificam

In practica, este avantajos sa folosim algoritmul de descompunere in factori primi.
Acesta consta in parcurgerea etapelor formulate mai jos pentru numarul 98.

) Interpretare
Algoritm Divizori -

. .. rin rin
Succesiunea etapelor parcurse primi P P

inmultire  impartire

Pasul 1. Se identifica divi- Pasul 1°. Se calculeaza catul impartirii
asu . ei env i |c§ un divi asuv .e ca.c.u eaza. ca ul .|mpar,|r|| 2l98 98— 2.49 98:2=49

zor prim al numarului dat numarului la divizorul identificat.

Pasul 2. Se identifica un divi- Pasul 2'. Se calculeaza catul imparti-

zor prim al catului obtinut la rii catului de la pasul 1’ la noul divizor 7149 49=7-7 49:7=7

pasul 1'. identificat.
Pasul 3. Se identifica un divi- Pasul 3'. Se calculeaza catul imparti-

zor prim al catului obtinut la rii catului de la pasul 2" la noul divizor 7 |7 7=7-1 7:7=1
pasul 2'. identificat.
Pasul 4, ... . Se continua procedeul pana cand se obtine catul 1, apoi se 98=2.72
scrie numarul ca produs de puteri de factori primi. B
Algoritmul descris se foloseste sub forma uneia din schemele prezentate mai jos. o

Exemplu: Descompuneti in factori numerele 78 si 210.

78 782 | 78=2:-39 210 2102 | 210|2.5| 210=2-105
2 39 = 2 105 35| 5 —o
131 13 717 717 7=7-1,sau
3 13 . Concluzie. 3 35 : ] 210=2.5.21;
78=2-3-13. /\ 21=3-7;
78=2-3-13 L ! 210=2-3:-5-7 7-7.1.
210=2-3.5.7.

Observatie. Daca numarul care urmeaza a fi descompus se divide la o putere a lui 10, | 700=7-100 =
atunci se recomanda folosirea proprietatii 10" = 2" - 57, obtinand in acest fel doi din- =7-(22-5)=
tre factorii descompunerii. =2%2.52.7,
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Determinati suma a + b, stiind ca a si b sunt numere naturale, a este numar prim sia- b =52.
Solutie. Din 52 =22 13, folosind faptul ca a este numar prim, rezulta ca sunt posibile situatiile:
a)a=2sib=26,decia+b=28;b)a=13sib=4,decia+b=17.

In concluzie,a+b=28saua+b=17.

Observatii

1.Dacd numarul natural a este patrat perfect,

atunci, in descompunerea sa in factori primi, toti
exponentii sunt numere pare.

2. Daca in descompunerea in factori primi a unui

numar natural toti exponentii sunt numere pare,
atunci acesta este patrat perfect.

3. Dacd in descompunerea in factori primi a numa-

—
.

rului natural a exista cel putin un factor al carui
exponent este impar, atunci a nu este patrat
perfect.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

3y \

e »
@ o

-

1.Dacd a = 22- 3*. 72~ " este patrat perfect, atunci
2 — n este numar natural par, adica n €{0, 2}.

2. Exponentii tuturor factorilor primi ai descompu-
nerii numarului b = 22°2. 3%4. 5. 172%sunt numere
pare, deci b este patrat perfect.

3. Numarul 32022. 1140%. 54. 173 nu este patrat per-
fect pentru ca, in descompunerea sa in factori
primi, apare factorul 173, al carui exponent este
impar.

Copiati pe caiete si completati tabelul urmator, dupa modelul prezentat pentru numerele 30 respectiv 36.

. Descompunerea y Descompunerea
Numarul . S Numarul . S
in factori primi in factori primi
30 30=2-3:5 36 36=22.32
42 56
70 126
210 168

Scrieti ca produs de numere prime 15, 21, 22, 39,
51, 65.

Descompunetiin factori primi numerele naturale:
4,6,7,10, 15, 20, 24, 45, 54, 63, 72, 88, 125, 169,
240, 576, 605, 1000, 10°, 10", n € N.

Determinati:

a) cel mai mic numar natural, care poate fi scris
ca produs de doi factori primi diferiti;

b) cel mai mic numar natural, care poate fi scris
ca produs de trei factori primi diferiti.

Scrieti ca produs de puteri de factori primi
numerele:

a) 125,169, 240, 576, 605, 1000, 10%, 10", n € N;
b) 25?% 4%.9% 283 (8-15)°.

a) Determinati diferenta b — g, stiind ca
a’-b=28,a,beN.

b) Determinati suma a + b + ¢, stiind ca
a’-b-c=225sicaa>b=c>1,a,bceN.

a) Descompuneti in factori primi numarul
A=54.p,stiind ca p este numar prim si p > 3.

b) Descompuneti in factori primi numarul
A=54.p, pentru fiecare din valorile p € {2, 3}.

Determinati numerele prime a, b si ¢, stiind ca
a-b+a-c=25.
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Minitest

Alegeti litera care indicd varianta corecta. Doar un raspuns este corect.

15p | 1. Multimea A ={2, 23,23+ 3,32+ 2 3, 123} contine n numere prime. Numarul n este:

A.2; B. 3; C.1; D. 4.
15p | 2. Descompunerea in factori primi a numarului 42 este:

A.2.21; B.3:-14; C.1-2-3-7; D.2-3.7.
20p | 3. Scrierea2-33-7 este descompunerea in factori a numarului:

A.378; B.576; C. 376; D. 678.
20p | 4. Daca xsi x+ 11 sunt numere prime, atunci x este egal cu:

A.2; B.O; C.6; D. 11.
20p | 5. Cel mai mare numar de forma @ad care are patru divizori este:

A.99; B. 88; C.77; D. 66.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.

I Determinarea celui mai mare divizor comun. Numere prime intre ele

Daca numerele naturale g, b si d verifica relatiile d | a sid | b, Multimea divizorilor comuni ai numerelor
atunci numarul d este divizor comun al numerelor asi b. naturale a si b este intersectia D_ N D,.
Numdrul 7 este divizor comun al numerelor naturale 14 si 28 pentrucd 7 | 14si 7 | 21.

Multimea divizorilor comuni ai numerelor 14si 28 este D, N D,,={1,2,7,14} N {1,3,7,21}={1, 7}
Observatie.
Orice numar natural n se scrie n = 1 - n,

1. Numarul 1 este divizor comun al tuturor numerelor natu- deci 1|n

rale. Scriem 1|nsau 1 € D, oricare ar fi numarul natural n.

2. Daci d este divizor comun al numerelor naturale nenulea . Dind|a, rezulté a=d - x, cu x 21, decid < a.
sib,atuncid<asid<b. Dind|b, rezultda b=d-y,cuy >1,decid < b.

Numarul natural d care este divizor comun al numerelor a si b si care este multiplu al tuturor celorlalti divi-
zori comuni ai numerelor a si b se numeste cel mai mare divizor comun al lor.

Consideram a si b numere naturale, cel putin unul nenul.

Cel mai mare divizor comun al numerelor a si b este
cel mai mare numar natural nenul d, cu proprietatea ca d Divizorii comuni ai numerelor 8 si 12 sunt 1, 2, 4,

este divizor comun al numerelor a si b. iar 1 < 2 < 4, deci cel mai mare divizor comun al
numerelor 8 si 12 este 4.
Scriem: cm.m.d.c.(a, b) = d sau (a, b) = d. Scriem: cm.m.d.c. (8, 12) =4 sau (8, 12) = 4.

Cel mai mare divizor comun al numerelor
6,12 5i 51 este 3 pentru ca divizorii comuni ai nu-
merelor 6, 12, 51 sunt 1 si 3, cel mai mare fiind 3.
Scriem (6,12, 51) = 3.

Observatie. Cel mai mare divizor comun al mai multor nu-
mere naturale este cel mai mare numar natural care este
divizor comun al tuturor acestor numere.

Daca cel mai mare divizor comun al numerelor naturale (1,7)=1;(8,1)=1;(2,7)=1;
nenule a si b este 1, atunci numerele a si b se numescnu- (2,3)=1;(7,11)=1;(3,16) = 1;
mere prime intre ele. (6,35)=1;(21,10) =1.
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Rezultate imediate, utile in rezolvarea
problemelor

Daca n este numar natural nenul,
atunci cel mai mare divizor comun al
numerelor 0 si n este chiar numarul n.

Daca a si b sunt numere naturale nenule
si a| b, atunci cel mai mare divizor comun
al numerelor a si b este numarul a.

Daca n este numar natural nenul,
atunci cel mai mare divizor comun al
numerelor 1 si neste 1.

Orice doua numere prime diferite sunt
prime intre ele.

L 58] Descoperim, intelegem, exemplificim

Cum scriem in redactarea Exemple
rezolvadrii

cm.m.d.c. (0, n) = n, oricare arfi (0,1)=1;(0,2)=2;(7,0)=7;

neN". (0,3)=3;(0,4)=4,(9,00=9;
(0, n) =n, oricarearfin e N". (0,5)=5:(0,6)=6:(0,12) = 12:
. . . . . (24=2,3,9=3;6,12)=6;

N, N , |

(E;'nb‘)’fa beNsialbrezults o o) o.(5,10)=5: (8,4) = 4;

T 6,2)=2;(3,1)=1;(6,3)=3.

(1,2)=1;(1,3)=1;(1,6)=1;

(1,n) =1, oricare arfin € N". (1,5)=1(1,99=1;(1,8 =1;
(10,1)=1;(11,1)=1(12,1)=1

Din p, si p, numere prime si (2,3)=1;(2,5)=1;(2,7)=1,
p, # p,, rezulta (p,, p,) = 1. (3,7)=1,5,11)=1;(7,13)=1

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Activitate in perechi

Se grupeaza elevii clasei in perechi. Un membru al perechii realizeaza sarcina S1, iar celdlalt membru realizeaza
sarcina S2. Ultima parte a activitatii este comuna.
S1: Parcurgeti pasii P2, P3, P4, apoi parcurgeti, impreuna cu colegul de echipa, pasul P4.

$2: Parcurgeti pasii P1, P3; apoi parcurgeti, impreuna cu colegul de echipd, pasul P4.

Pasul 1. Descompuneti numerele 84 si 90 in factori Pasul1.84=22-3-7;90=2-32.5.

primi.

Pasul 2. Scrieti multimea divizorilor fiecaruiadinnume- Pasul2.D,,={1,2,3,7,4,6,12, 14, 21, 28,42, 84};

rele 84 si 90.

D,,=1{1,2,3,5,6,9,10, 15,18, 30, 45, 90}.

Pasul 3. Scrieti multimea divizorilor comuni ai numere- Pasul 3. D,, N D, ={1, 2, 3, 6}.

lor 84 si 90.

Pasul 4. |dentificati, justificat, cel mai mare divizor Pasul4.1<2<3<6,(84,90)=6.

comun al numerelor 84 si 90.

Pasul 3: Scrieti produsul factorilor primi comuni, cu ex- Pasul 3784 =2%-3".7',90=2".32.5",
ponentul cel mai mic, care aparin descompune- Calculam produsul 2'-3"=6.
rile de la pasul 1 si calculati produsul acestora.

Pasul 4. Comparati rezultatul obtinut la pasul 3’ cu cel P2 — P3 — P4 sirespectiv PT — P3’conduc la ace-

obtinut la pasul 4.

lasi rezultat: (84, 90) = 6 sau

Stabiliti relatia intre cel mai mare divizor comun si pro- (84,90) =(2%-3'-7',2'.32.51)=2'.3'=6.
dusul puterilor cu exponentul cel mai mic, ale numerelor
prime comune care apar in descompuneri.
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.ﬁ. Retinem!

Determinarea c.m.m.d.c. al mai multor numere naturale nenule, folosind descompunerea acestora in factori
primi, se realizeaza astfel:

1. se descompun numerele in produs de puteri de numere pri-

me diferite;

2. cm.m.d.c. al numerelor date este produsul factorilor primi
comuni, scrisi o singura data, cu cel mai mic exponent la care
factorul corespunzator apare in descompunerile numerelor.

T

e
.

30

4% Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

180=2%-3%.5'
168 =23-3".7"
180=2%-3%.5'
168=23-3".7'

(180,168) =22-3'=12

v

Copiati pe caiete si completati tabelul urmator, dupa model, stiind ca D, reprezinta multimea divizorilor
numarului natural x, D, reprezinta multimea divizorilor numarului natural y, iar (x, y) reprezinta cel mai mare

divizor comun al numerelor x si y.

X y D, DXﬂ Dy (x, y)
10 |15 | D, ={1,25,10} D,.=(1,3,515 |D ND, ={1,5 |(10,15)=5
30 |54
100 |75

Scrieti multimile divizorilor numerelor x si y,
multimea divizorilor comuni ai acestora si
identificati, in fiecare caz, cel mai mare divizor
comun al lor.

a) x=16,y=24; b) x=128;y=42.

Pentru fiecare pereche de numere aflati c.m.m.d.c.:

a)65si8; d)12si17;
b) 125i 16; e) 24 si 30;
) 155i 20; f) 25 si 35.

Folosind descompunerea numerelor in factori
primi, determinati cm.m.d.c. al urmatoarelor
perechi de numere:

a) 365i48; d) 665i 110;
b) 27 si 63; e) 275si135;
¢) 105 si 45; f) 2.22.23.245i512.

Determinati c.m.m.d.c. al urmatoarelor grupuri
de numere:

a) 24,36 5i 60; b) 28, 355i 210.

Scrieti cate o pereche de numere naturale pentru
care cel mai mare divizor comun al lor este:
a) 6; b) 9; c) 10; d) 100.

Precizati, justificand raspunsul dat, daca urma-
toarele perechi de numere sunt prime intre ele:

a) 4si15; d) 21 si 40;
b) 8si9; e) 45 si 56.
c) 125si16; f) 5si53.

Determinati numarul ab, stiind ca este divizor
comun al numerelor 54 si 81.

Determinati numarul numerelor naturale mai

mici decat 100, care sunt prime cu 100.

10. Impartind numerele 125 si 189 la acelasi numar

natural, se obtin resturile 5, respectiv 9. Deter-
minati impartitorul, stiind ca este cel mai mare
posibil.



Minitest

1. Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.

20p a) Un divizor comun al numerelor 18 si 27 este:
A.2; B. 3; C.6; D.12.
20p b) Cel mai mare divizor comun al numerelor 18 si 27 este:
A.3; B. 6; C.9; D. 18.
20p | 2. Scrieti divizorii comuni ai numerelor:
a) 28 si 35; b) 75 si 100; c) 36 5i 49; d) 20, 30 si 40.

15p | 3. Determinati numarul prim ad, stiind ca este divizor comun al numerelor 460 si 138.
15p | 4. Determinati numerele naturale a si b, stiind caa+ b =63si (g, b) =7.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

a Determinarea celui mai mic multiplu comun

Daca numerele naturale m, a si b verifica relatile m : asim : b,

) ; X 3 Multimea multiplilor comuni ai numerelor
atunci numarul m este multiplu comun al numerelor a si b.

naturale a si b este intersectia M N M,.

Numadrul 24 este multiplu comun al numerelor naturale 8 si 6 pentru ca 24 : 85i 24 : 6.
Multimea multiplilor comuni ai numerelor 6 si 8 este
M, N M,=1{0,6,12,18,24, ...}N{0, 8,16, 24, ...} = {0, 24, 48, ...}.

Observatie. Numarul 0 este multiplu comun al tuturor numerelor naturale. Scriem 0 i n sau 0eM , oricare ar
fi numarul natural n.

Numdrul natural m care este multiplu comun al numerelor a si b si care este divizor al tuturor celorlalti mul-
tipli comuni ai numerelor a si b se numeste cel mai mic multiplu comun al lor.

Ca silacm.m.d.c., in practica vom folosi reformulari sau adaptari ale enuntului de mai sus.

Cel mai mic multiplu comun al numerelor natu- Multiplii comuni nenuli ai numerelor 4 si 14 sunt:
rale nenule a si b este cel mai mic numar natu- 28, 56, 84, 112, ..., cel mai mic fiind 28.

ral nenul m cu proprietatea cd m este multiplu In concluzie, cel mai mic multiplu comun al numerelor 4 si 14
comun al numerelor a si b. este 28.

Scriem: c.m.m.m.c.[a, b] = m sau [a, b] = m. Scriem: cm.m.m.c. [4, 14] = 28 sau [4, 14] = 28.

Cel mai mic multiplu comun al numerelor 15,9 si 10
este 90, pentru ca:
M..=1{0, 15, 30, 45, 60, 90, ...}
M,=1{0,9,18, 27, 36,45, 54,63,72, 81,90, ...}
M.,=1{0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, ...}
M. N M, N M, ={0,90,180, ...}
Cel mai mic dintre multiplii comuni nenuli ai numerelor 15,
9, 10 este 90, deci [15, 9, 10] = 90.

Observatie. Cel mai mic multiplu comun al mai
multor numere este cel mai mic
numar natural nenul care este
multiplu comun al tuturor aces-
tor numere.
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&fa Descoperim, intelegem, exemplificam

Rezultate imediate, utile in rezolvarea Cum scriem in redactarea Exemple
problemelor rezolvdrii

Daca n este numar natural, atunci cel c.m.m.m.c. [0, n] = 0, oricare ar [0,1]=0:[0,2] = 0; [7,0] = 0
mai mic multiplu comun al numerelor fin e N [0’ 3] _ Ot [0’ 4] _ Ot [9’ 0] _ 0

0 si n este chiar numarul 0. [0,n] =0, oricarearfin e N PR TR T R e
Daca a si b sun numere naturale ne- . A _
nule si a | b, atunci cel mai mic mul- Din a € N°, b € N"si a | b, % ‘2”7]__4’2[73’[2] 1_09]’_[6’(1)2[] _41]2—8
tiplu comun al numerelor a si b este rezulta [a, bl=b T e S
e ——y [6,2]=6;[3,11=3;[6,31=6
Daca n este numar natural nenul, [1,21=2;1,31=3;[1,6]=6
atunci cel mai mic multiplu comun al [1,n] =n, oricare arfin e N* [1,51=5;[1,9]1=9;[1,8]1=8
numerelor 1 si n este n. [10,11=10;[11,1]1=11

Din p, si p, sunt numere prime intre Din p, si p, numere naturale cu [2,3]=6;[2,5]=10

ele, atunci cel mai mic multiplucomun (p,, p,) =1, rezulta [2,71=14;1[3,71 =21

al lor este produsul acestora. lp, p,l=p, P, [5,12]=60;[7,8] =56

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Consultati manualul digital pentru a descoperi, printr-o activitate practica in perechi, algoritmul de deter-
minare a c.m.m.m.c.

‘ﬁ, Retinem!

Determinarea c.m.m.m.c. al mai multor numere naturale nenule, folosind decompunerea acestora in factori
primi, se realizeaza astfel:

1. Se descompun numerele in produs de puteri de numere 180=2%-32.5'
prime diferite; 168=23-3".7'

2. cm.m.m.c. al numerelor date este produsul factorilor primi
comuni si necomuni, scrisi o singura datd, cu cel mai mare
exponent la care factorul corespunzator apare in descom-
punerile numerelor.

180=22.37.5'
168=2°-3.7'
[180, 168]=27-37-5'- 7' = 2520

o - - [ ]
Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam o

1. Copiati pe caiete si completati tabelul urmator, stiind ca M, reprezinta multimea multipilor numarului natural
x,ca M reprezinta multimea multiplilor numarului natural y, iar [x, y] reprezinta cel mai mic multiplu comun al
numerelor x si y. Pentru multimile M, M, siM N M, scrieti explicit primele patru elemente, dupa model.

Xy M M MNM, X y]

X y

10 | 15 | M,,=1{0,10,20,30,...} | M_={0,15,30,45,...} | M, N M, ={0,30,60,90, ...} | [10,15]=30

36 | 54

100 | 75
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Determinati cel mai mic multiplu comun al nume-
relor, pentru fiecare dintre perechile urmatoare.
a) 2si3; c) 10si15; e) 20si 30;
b) 45si6; d) 9si12; f) 25si50.
Determinati un numar natural, stiind ca este mai
mic decat 500, iar prin impdrtirea sa la fiecare
dintre numerele 12, 15, respectiv 18, se obtine
restul 0.

Folosind descompunereainfactori primianume-
relor, calculati cel mai mic multiplu comun pentru
fiecare dintre urmatoarele perechi de numere:

a) 8si12; d) 165si36;
b) 18 si 24; e) 24si25;
c) 21si14; f) 3-32.3%.3%5i2.243.

Pentruatransporta pietris de la o carierd de piatra pe
un santier, se folosesc camioane. Acestea pot avea
fncarcatura maxima de 8 tone, de 9 tone sau de
12 tone. Cu oricare dintre cele trei tipuri de camioa-
ne se face transportul, la incarcaturd maxima,
pentru ultimul transport ar ramane aceeasi canti-
tate de pietris. Determinati cea mai mare cantitate
de pietris transportatad, stiind ca aceasta se exprima,
in tone, printr-un numar natural de trei cifre.

Calculati cel mai mic multiplu comun al urma-
toarelor grupuri de numere:

a) 4,6si8; b) 20; 25 si 45.

Scrieti cate o pereche de numere naturale pentru
care cel mai mic multiplu comun al lor este:

a) 10; b) 18; c) 47; d) 200.
Se considera numerele naturale x = 28 si y = 42.
Folosind notatiile uzuale pentru cm.m.d.c. si
pentru cm.m.m.c.:

Minitest

20p

20p

a) calculati (x, y) + [x, yl.

b) verificati daca afirmatia,x- y=(x, y) - [x, y]" este
adevarata pentru orice doua numere naturale
XSsiy.

9. Determinati cel mai mic numar natural care
impartit la numarul 15 da restul 13, impartit la 12
da restul 10 si impartit la 9 da restul 7.

10. Determinati numadrul natural n pentru care
(n, 36) =125si [n, 36] = 252.

11. Determinati cel mai mic numar de sportivi din
care, cuprinzand toti sportivii, se pot face echipe
de cate 4 sportivi, sau de cate 6 sportivi sau de
cate 9 sportivi.

12.Trei elevi aranjeaza cartile in biblioteca cabinetului
de matematica. Ei observd ca daca le aranjeaza
cate 8 pe fiecare raft, sau cate 12 pe fiecare raft,
sau cate 15 pe fiecare raft, raman nearanjate,
de fiecare data, 7 carti. Determinati cel mai mic
numar posibil de carti care ar putea fi in dotarea
cabinetul de matematica.

13. Sorin reprezintda pe o semidreapta, incepand cu
originea O a acesteia, puncte colorate cu albastru,
la distanta 12 cm unul fata de celalalt. Rares
reprezintda pe aceeasi semidreaptd, incepand
cu originea O a acesteia, puncte colorate cu
galben, la distanta 15 cm unul fatd de celdlalt.
Determinati distanta fata de punctul O la care se
afla urmatorul punct colorat cu ambele culori.

1

1. Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.

a) Un multiplu comun al numerelor 12 si 18 este:
A.18; B. 24; C.72; D. 90.
b) Cel mai mic multiplu comun al numerelor 12 si 18 este:
A.72; B. 48; C.1; D. 36.
20p | 2. Scrieti cate trei multipli comuni ai numerelor:
a) 8si6; b) 15 si 20; c7sill; d) 12,18 si 36.

15p | 3. Determinati numarul natural ab, stiind ci este multiplu comun al numerelor 12 si 15.

15p |4

Determinati doua numere naturale c si d, stiind ca c- d =864 si [¢, d] =72.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Proprietati ale divizibilitatii in N

Numarul natural a se divide la numarul natural b, daca exista un numar natural c astfel incata=»56-c.

este divizibil cu b si b este divizibil cu

. 3 L. absib:a, atuncia=>b.
a, atunci cele doua numere coincid. >

%@ Descoperim, intelegem, exemplificam
Formularea proprietdtii Cum scriem matematic Exemple
Orice numadr natural nenul a este divi- . . c1.9:9.2¢
L . . a:ag,oricarearfiae N, 1:1;2:2;3:3; ...
zibil cu el insusi.
Daca asi b sunt numere naturale, a y N in7:psip: Sp=
; Dacd a € N, b € N astfel incat Din7:psipi7,rezultap=7.

Din1:psipeN,rezultap=1.

Daca a, b, ¢ sunt numere naturale, a
este divizibil cu b si b este divizibil cu

. AR incata:bsibic atuncia:c.
¢, atunci a este divizibil cu c. >

DacdaeN,beN, ce N astfel Dinp:65i6:3, rezulta p:3.
Dinp:6si6:2,rezultap:?2.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Proprietatile specifice relatiei de divizibilitate, descrise in tabelul de mai sus, conduc si la alte rezultate, consi-
derate proprietati, cu ajutorul carora intelegem si rezolvam cu mai multa usurinta probleme despre numere

naturale.

1. Daca numarul natural d este divizor comun al numerelor naturale a si b,
b < a, atunci d este si divizor al numerelora + b sia - b.

a) Daca numarul natural d divide suma numerelor naturale a si b, iar d este
divizor al unuia dintre termenii sumei, atunci d este si divizor al celuilalt
termen.

b) Daca numarul natural d divide diferenta numerelor naturale a si b, iar d este
divizor al unuia dintre termenii diferentei, atunci d este si divizor al celuilalt
termen.

2. a) Daca numarul natural a este divizor al produsului b- ¢, iar a si b sunt prime
intre ele, atunci a este divizor al numarului c.

b) Probati printr-un exemplu validitatea afirmatiei de la subpunctul a).

Consultati manualul digital pentru a afla justificarea afirmatiilor de mai sus.
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Dacad|asid|b,undea, b,
d eN, b<a, atunci
d|(a+b)sid|(a-0b).
Dacad|(a+b)sid|a, unde
a,b,deN,atuncid|b.
Dacad|(a+b)sid|b, unde
a,b,deN, atuncid|a.
Dacad|(a-b)sid|b, unde
a,b,deN, b<a,atuncid|a.
Daca d|(a-b)sid|a, unde
a,b,deN,b<a,atuncid|b.
Dacda, b,ce N,a|b-csi
(a,b)=1,atuncia|c.
2|3-x,xeN,(2,3)=1
rezulta 2 | x.




1. a) Calculati c.m.m.d.c. al numerelor 120 si 180.

b) Comparati numerele 3'% si 2'%, folosind rezul-
tatul obtinut la subpunctul a).

2. a) Verificati eqgalitatea m - n=(m, n) - [m, n] pen-
trum=28sin=21.
b) Folosind afirmatia m - n=(m, n) - [m, n], oricare

ar fi numerele naturale m si n, justificati enuntul

urmator: ,Cel mai mic multiplu comun al nume-
relor naturale m si n, prime intre ele, este produ-
sul acestora”

Solutie. a)120=23-3-5,

180=2%-3%.5

(120,180)=2%-3-5=60
b) 3120 = (32)60 = 90 gj 2180 = (23)60 = 860,
Cum 9 > 8, obtinem 9% > 8%, adica 3'° > 2%,

Solutie.

a) (28,21)=(22-7,3-7)=7;[28,21] = 84;
(28,21)-[28,21]= 7-84=588=28-21.

b) Daca m si n sunt prime intre ele, atunci (m, n) = 1.

Cumm-n=(m,n)-[m,n)], rezultda m-n=1-[m, n], adica
[mnl=m-n.

Dacam,n eN si(m,n) =1, atunci [m,n]=m-n.

3. Determinati numerele naturale n, 4-n+ 3 si5 - n+ 7 stiind ca toate sunt numere prime.

Solutie. Daca 5 - n + 7 este numar prim, atunci acesta este impar. Cum 7 este impar, rezulta 5 - n este numar
par, deci n este par. Singurul numdr prim par este n = 2. Se obtin numerele prime: 2,11, 17.

1.

Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

*o-@

Un numar natural este divizibil cu 33. Determinati
restul impartirii acestui numar la 3.

Un autobuz are 36 de locuri.

a) Determinati cel mai mic numar de curse care
trebuie facute cu acest autobuz pentru a
transporta 144 persoane, asa incat fiecare ca-
lator sa ocupe un scaun.

b) Determinati cel mai mic numdr de curse care
trebuie facute cu acest autobuz pentru a
transporta 444 persoane, asa incat fiecare ca-
lator sa ocupe un scaun.

Demonstrati ca:

a) numarul 2- 123 + 2 - 456 este divizibil cu 2;

b) numarul 5-13 + 1557 + 25 - 99 este multiplu
a numarului 5;

¢) numarul 4 divide numarul 4 - 123 + 44 - n, ori-
care ar fi numarul natural n.

Determinati:

a) numerele naturale de forma 4x3y, divizibile cu
3sicub.

b) numerele naturale de forma 1x2y3x, divizibile
cuédsicuo.

a) Demonstrati cda numarul A = 12X + 3x4 + x56,
scris in baza 10, este divizibil cu 3, oricare ar fi
cifra x.

b) Determinati cea mai mare valoare a lui x pen-
tru care A este divizibil cu 6.

Demonstrati ca nu exista niciun numar natural
care impartit la 4 da restul 3 si impartit la 6 da
restul 4.

Pentru elevii unei clase s-au cumpdrat 127 de
caiete si 110 creioane, acestea distribuindu-se
in mod egal elevilor. Stiind ca in clasa sunt mai
mult de 10 elevi si ca, dupa distribuire, au mai
ramas 2 creioane si un caiet, determinati numarul
elevilor din clasa.

La scoalain care invata loana sunt inscrisi mai putin
de 200 de elevi si acestia pot fi impartiti in grupe
de cate 18 elevi sau de cate 24 de elevi. Calculati
numarul elevilor inscrisi la aceasta scoala.

Determinati cel mai mic numar natural care,
impartit la 25, la 45 respectiv la 50, da de fiecare
data restul 7.
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10. Multimea M = {3, 4, 8, g, b, ¢} are proprietatea  12. Determinati numerele prime g, b, c care verifica
ca printre elementele sale se afld atat cm.m.d.c. relatia2-a+3-b+4-c=30.
cat si cm.m.m.c. al oriciror doud elemente din  13. Unprodus cosmetic este ambalat in cutiute in forma

multime. Determinati elementele necunoscute
ale multimii M.

de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de
6 cm, 4 cm, respectiv 3 cm, care se pun intr-o cutie
in forma de cub. Determinati lungimea muchiei

11. Calculatic.m.m.d.c.sic.m.m.m.c. pentru numerele cubului, stiind c& interiorul cubului este complet
a=4+128"sib=9"-27". ocupat si ca numarul cutiutelor este cel mult 50.

.. N
Minitest o

Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.

30p \ 1. Descompunerea in factori a numarului 780 este:
\ A.22.32.5.7, B.2>.3-5-11; C.22.3.5.13; D.22.3%.5.13.
30p \ 2. Calculand suma dintre c.m.m.d.c. si ccm.m.m.c. ai numerelor 280 si 392 se obtine:
\ A.2024; B. 2016; C. 2026; D. 2014.
30p \ 3. Fie P multimea numerelor prime si A ={7, 25, 47, 64, 91}. Calculati multimea A\ P.
Nota: Timp de lucru 20 de minute.
= Se acorda 10 puncte din oficiu.
EVALUARE SUMATIVA
I. Alegeti varianta corecta de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.
5p| 1. Dintre multimile urmatoare, este finita multimea:
A.{1,10,100, ...} B.{2°,2',2% ..} C.D,; D.M,,,
5p|2. Cardinalul multimii numerelor naturale cuprinse intre 5% si 2° este:
A.7; B. 6; C.8; D. 32.
5p|3. Numarul submultimilor cu doua elemente ale multimii {m, g, t, e} este:
A.6; B. 12; C.8; D. 10.
5p | 4. Suma divizorilor proprii ai numarului 15 este:
A. 24, B. 16; C.13; D. 8.
5p|5. Cel mai mare numar de forma 1ab, divizibil cu 9, este:
A. 199; B. 189; C.999; D. 198.
5p| 6. Numarul termenilor divizibili cu 8 din sirul 4; 40; 44; 400; 404; 440; 444 este:
A.6; B. 3; C. 4 D. 5.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

5p
10p

5p

10p
10p

15p

5p
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1.

Fie multimile A ={1, 3, 4, 5}, B=1{2, 4, 6} si C egala cu multimea cifrelor divizibile cu 3.
a) Scrieti multimea C prin enumerarea elementelor.

b) Calculati:AUB, BN C C\A.

c) Determinati numarul g, stiind ca (A N B) U {a, 5} ={3, 4, 5}.

a) Precizati, argumentat, numdrul numerelor de forma aob, divizibile cu 2.
b) Scrieti multimea divizorilor numarului 98. ol
Fie numerele a = 24 si b = 45.

a) Calculati cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun al numerelor a si b.

b) Determinati numerele prime, divizori ai numarului a + b.

Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.



2. RAPOARTE. PROPORTII

2.1. Rapoarte. Proportii. Regula de trei simpla

Rapoarte

In viata cotidiana, precum si in studiul diferitelor fenomene stiintifice, compardam masurile unei marimi cu

masurile altor marimi. Marimile fizice la care ne referim pot fi de acelasi fel sau pot fi marimi diferite.

In acest sens, este util adesea sa cunoastem catul (raportul) masurilor a doud mdrimi de acelasi fel sau catul

(raportul) masurilor a doua mdrimi diferite care depind una de cealalta.
0‘.“‘ - o =
L7 Rezolvam siobservim

Problema 1.

Radu construieste mai multe rame in forma de patrat cu latura de 15 cm, pentru
concursul de grafica la care participa. In acest scop, Radu cumpara sipci din lemn
prelucrat, care au lungimea de 120 cm. Calculati cate rame se pot realiza dintr-o sipca.

Rezolvare. Pentru cd ramele au forma de patrat cu latura de 15 cm, rezulta ca pentru
fiecare rama este nevoie de o sipca cu lungimea de 60 cm (egala cu perimetrul patra-
tului), din care se vor taia cele 4 laturi.

Problema se reformuleaza astfel:

Stabiliti de cate ori este mai mare lungimea unei sipci de 120 cm decat perimetrul patratului cu latura de

15 cm.

Din [ = 15 cm, rezulta P = 60 cm, unde [ este lungimea laturii patratului, iar P este perimetrul acestuia.
Fie x numdrul de rame. Atunci P- x =120 (cm). Cum P este exprimat in aceeasi unitate de masura ca si lungimea
sipcii, rezulta x = 120: 60, adica x = 2. Prin urmare, lungimea unei sipci este de 2 ori mai mare decat perimetrul

patratului, adica din fiecare sipca se pot face exact doua rame.

in problema de mai sus, toate mdrimile sunt de acelasi fel (lungimi de segmente), exprimate in aceeasi unitate

de madsurd.

Pentru a stabili de cate ori o masura a unei marimi este mai mare sau mai mica decat masura altei marimi, im-

partim numerele corespunzatoare masurilor celor doua marimi.

: . . 120 . . . . . S .
Impartirea 120 : 60 se scrie o0 si spunem ca am scris raportul dintre lungimea sipcii si perimetrul ramei.

. . . o . N 60
Evident, raportul dintre perimetrul ramei si lungimea sipcii este —.

Problema 2.

Un biciclist parcurge distanta de 70 km in 3 ore si jumatate.

Calculati viteza medie cu care se deplaseaza biciclistul.

Rezolvare.

Viteza medie de deplasare a unui mobil, exprimata in km/h (kilometri pe ord),
este distanta, exprimata in kilometri, parcursa de acest mobil intr-o ord.

Daca in 3,5 ore parcurge 70 km, atunci intr-o ord va parcurge o distantd de 3,5
ori mai mica, adica 70: 3,5.

- L . L . 5 70
In concluzie, viteza medie a biciclistului este data de raportul —.

!

. . . N . s 70
Informatia completa este data de rezultatul impartirii, numit valoarea raportului, adica v = 3s =20 (km/h).

Capitolul2 - Rapoarte. Proportii

I
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in problema 2, mdrimile sunt diferite: distanta, masurata in km si timpul, masurat in ore.
Raportul masurilor acestor marimi fizice (distanta si timpul) conduce la 0 noud marime fizica (viteza), a cdrei
unitate de masura este stabilita in raport cu unitatile de masura ale marimilor date.

d
Atunci, daca un mobil parcurge distanta d km in timpul t h, acesta are viteza medie v= n (km/h).

Daca un mobil parcurge distanta d metri in t secunde, atunci viteza medie a acestui mobil este v= — m/s
(metri pe secunda). t

%

.

a3l Descoperim, intelegem, exemplificam

VL

N

in cazul ambelor probleme, se obtine ca model matematic raportul a doud numere.

. . : . 9
Raportul dintre numdrul a si numdrul b, b # 0, Raportul dintre numarul 9 si numarul 3 este —.

L a . e .. a ) . . . 1
se noteaza b si reprezinta cdtul a: b, adica Eza:b. Raportul dintre numarul 1 si numarul 5 este 5

Termenii raportului § sunt 9 si 3, iar termenii raportu-

Numerele a si b se numesc termenii raportului. 1 )
lui c sunt 1si5.

et .9 . .
Valoarea catului a : b, b # 0, se numeste valoarea Valoarea raportului 3 este 3, iar valoarea raportului

1
raportului ﬂ. — este0,2.
b 5

Orice raport poate fi exprimat ca raport procentual

Un raport de forma P se numeste raport prin amplificari sau simplificari.

100 50)
procentual. De exemplu, 1 50

2100

Un raport procentual se noteaza p% si se citeste 50 nOtSO‘V
9 —_— = 0.
«p la sutd”sau,p procente”. 100

.ﬁ. Retinem!

Raportul a doud mdrimi fizice reprezinta raportul dintre numerele corespunzatoare masurilor acestor marimi.
Cele doua marimi fizice pot fi de acelasi fel sau pot fi mdrimi fizice diferite.

Observatii.

a) Dacad cele doua marimi fizice sunt de acelasi fel, atunci masurile lor trebuie exprimate in aceeasi unitate
de mdsurd, raportul fiind un numar.

b) Raportul a doud mdrimi fizice diferite conduce la o a treia mdrime fizica, a carei unitate de masura de-
pinde de unitatile de mdsura ale marimilor fizice initiale.

c) Valoarea unuiraport nu se modificd daca fractia prin care este reprezentat se amplifica sau se simplifica
printr-un numar nenul.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problemad rezolvata

Simona parcurge cu bicicleta distanta d, deplasandu-se cu viteza medie de 12 km/h si ajunge in 30 de minute
la destinatie. Victor parcurge aceeasi distanta cu motocicleta, in 6 minute.

a) Calculati distanta parcursa de Simona.

b) Calculati viteza medie cu care se deplaseaza Victor cu motocicleta.

¢) Calculati de cate ori este mai mare viteza de deplasare cu motocicleta decat viteza de deplasare cu bicicleta,
folosind raportul intre viteza motocicletei si viteza bicicletei.

Rezolvare.

. . . . o d . . o
a) Notam cu v, viteza medie de deplasare a Simonei. Din v, = T obtinem d =v, - t. Cum viteza este exprimata

in km/h, deducem ca distanta va fi exprimata in kilometri, iar timpul trebuie exprimat in ore.
Din30 min=0,5h, rezulta d=12-0,5 =6 (km). 6 1
b) Fie v_ viteza medie de deplasare a motocicletei. Dar, d = 6 km, iar t = 6 min = P h= T h=0,1h.

10) 6
Atunci,v_= —=60 (km/h).

O . o o . v, 60
¢) Cele doua viteze sunt marimi de acelasi fel, exprimate in aceeasi unitate de masurd. Atunci, —=1—=5,

deci Victor se deplaseaza de 5 ori mai repede decat Simona. Vo 2

};i:‘ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltim

1. Imaginea aldturata este realizata pe a) a=180sib=240;

o retea de patrate. b) a=27,5sib=5,5;
Alegeti varianta corectd de raspuns. 4 2
Doar un raspuns este corect. Q a=_sib= 9
a) Numarul patratelelor colorate este: 3. In tabelul urmator, x si y reprezintd cantitati de
A. 24; B. 16; C. 12; D. 18. fructe exprimate in tone. Copiati tabelul pe caiete
b) Numarul patratelelor necolorate este: si completati casetele libere astfel incat valoarea
A. 24; B. 18; C. 16; D. 12. raportului dintre x si y sa fie egala cu 4.
c) 3aport9| dln’frevnumarul patratelelor colorate 2 1o 36 | 200

si numarul patratelelor necolorate este:

y 51|24

Al sl ol bl

3’ 2 4’ 3 4. Un stadion are capacitatea de 36 000 locuri. La un
d) Raportul dintre numérul patratelelor colorate meci de fotbal asista 24 000 spectatori.

si numarul total al patritelelor care alcatuiesc a) Determinati raportul dintre numarul locurilor

patratul mare este: ocupate si numarul total de locuri.

3 2 1 1 b) Determinati raportul dintre numarul locurilor
A. 4 B. 3’ C. bE D. 3 ramase libere si numarul locurilor ocupate.

2. Scrieti raportul numerelor a si b, apoi calculati 5. Desenati segmentele AB si CD avand lungimile

valoarea acestui raport, pentru fiecare dintre 12,5 cm, respectiv 250 mm. Stabiliti care dintre
perechile: segmente este mai mare si de cate ori.
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6. Determinati valoarea raportului dintre: 7. Se considera rapoartele a_ 3, 9: 12.
a) oordsiun minut; ¢
i i : . a 2-a 5-b
b) un gram si un kllogram,v Calculati valoarea rapoartelor —, —, —.
c) un hectar si un metru patrat. c 3:b 6c

Minitest 'A 8
1

10p a) Scrieti o pereche de numere care au raportul 10;
20p b) Scrieti doua numere care au raportul 1,25.

. m . T N A x . . - <
2. Valoarearaportului — este 6. Completati spatiile libere asa incat sa obtineti propozitii adevarate.
n

15p a) Numarul m este mai ... decat numarul nde ... ori.
15p b) Daca msi n se inmultesc cu 3, atunci valoarea noului raport este ... .

3. Ghiozdanul lui Vlad cantareste, gol, 300 g. In el se afla: penarul, care cantareste 400 g, acuarelele,
care cantaresc 300 g, caietele, care cantaresc 1,6 kg si manualele, care cantaresc 3,4 kg.

10p a) Calculati cat cantareste ghiozdanului plin.
10p b) Calculati raportul dintre masa ghiozdanului plin si masa penarului.
10p c) Calculati raportul dintre masa acuarelelor si masa ghiozdanului plin.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Proportii

Un comerciant vinde capsuni de aceeasi calitate,am- Cantitatea de capsuni
balate in ladite de 3 kg sau de 5 kg. Pe fiecare ladita este afisat  dintr-o ladita
costul capsunilor, dupa cum rezulta din tabelul alaturat. Bunica
Emmei si bunica Soniei au cumparat cate doua ladite de capsuni.

3kg 5kg

Costul unei ladite 27 lei | 45 lei

a) Stiind ca Bunica Emmei a cumparat 8 kg de capsuni, iar bunica Soniei a cumparat 10 kg de capsuni, calcu-
lati suma platita de fiecare.

b) Calculati pretul mediu cu care a cumpdrat cdpsunile fiecare dintre cele doua bunici.

c) Stabiliti pretul capsunilor din fiecare lada.

a) Cantitatea de 8 kg se poate obtine doar cumparand o ladita de 3 kg si o ladita de 5 kg. Atundi,
suma platita de bunica Emmei este 27 + 45 = 72 (lei). Cu un rationament similar, bunica Soniei a cumparat
doua ladite a cate 5 kg fiecare si a platit 90 de lei.

72
b) Pretul capsunilor cumparate de bunica Emmei este P, = Y =9 (lei/kqg), iar pretul capsunilor cumpadrate de

bunica Soniei este P,= % =9 (lei/kg).
27
¢) Pretul capsunilor din lazile de 3 kg este P, = ?=9 (lei/kg), iar pretul capsunilor din lazile de 5 kg este

P = % =9 (lei/kg).

4
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& e @ A
&;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Din problema de mai sus, observam ca pretul capsunilor se poate exprima prin mai multe rapoarte care au
aceeasi valoare. Acestea se numesc rapoarte egale.

Egalitatea a doua rapoarte se numeste 72 _90 90 27 27 45 45 72 27

72

= ) sunt proportii.

proportie. 8 10'10 3°3 5 5 8'3
. a . C ; .
Daca rapoartele —,a#0,b+#0 si —, c#0, d#0 au aceeasi valoare, atunci extrem mez
b d N y's
scriem proportia O a_c
ProPoRe = b d
. o . A *
Numgrele nenulea, b, c,'d sunt termenii proportiei: a si d se numesc extremi, mes extrem
iar b si c se numesc mezi.
Proprietatea fundamentald a unei proportii | In limbajul simbolisticii matematice | Exemple
N . . ; Dacda=0,b=0,¢c=0,d=0si
In orice proportie, produsul mezilor este ’ 3
. a_° ig-d=b- —=—15i2-18=12-3.
egal cu produsul extremilor. =4 ,atuncia-d=b-c. 12 18

In practicd, este util sd formdm o proportie, plecand de la relatia intre termenii acesteia.

Dacaa=0,b#0,c#20,d=0sia-d=>b-c, atuncia, b, ¢, d sunt termenii unei

proportii. De exemplu, se formeaza proportia

S| Q
Q| n

Din 2-18 = 12-3, se for-

2
meaza proportia PPy

Cele doua enunturi de mai sus se pot formula, printr-un singur enunt, astfel:

Oricare ar fi numerele nenule g, b, ¢, d,

a-d=b-c daca si numai daca g:—.
b d

Dacaa=0,b=0,c #0,d =0, atunci

a-d:b-cc>g:
b

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

In functie de contextul practic in care identificim o proportie, putem determina un termen al acesteia in

<
it

21821230 22
12

18"

18"

a c
functie de ceilalti trei termeni. Pentrua=0,b#0,c#0,d =0 cu b = oL obtinem:

Formula Mod de calcul Exemple
) Din 122,5, rezulta x=9'2'5=7,5;
produsul mezilor 3
un extrem = - g = b-¢ d = b-¢
celalalt extrem d a .4 5 . 9-5
Din —==,rezulta y=—-=11,25.
9 vy 4
. Di —=§,rezu|tém=E=28;
produsul extremilor m 7 3
un mez= 13lalt b = % c=24d 15 15-33
celalalt mez b Din —:ﬁ,rezulté p:—1—45
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Proprietdtile operatiilor cu numere rationale nenule ne permit ca, pornind de la numerele nenule g, b, ¢, d si
.a ¢ . ‘. g . . . - e ..
proportia b = k sa formam si alte proportii, fie folosind aceiasi termeni, cu alte roluri, fie modificdnd temenii,

dupa anumite reguli.

oy ..a_ ¢ - .
a) Proportii derivate ale proportiei p =g Cuaceiasi termeni

Procedeul In limbajul simbolisticii matematice Exemple
Se schimba mezii intre ei a_c 222 Ezi = zzi
b d c d 4 6 3 6
S . a c d c 2 3 6 3
Se schimba extremii intre ei —=— & —=— —== e —==
b d b a 4 6 4 2
) . a c b d 2 3 4 6
Se inveresaza ambele rapoarte —=— & —=— —=— & —=—
b d a c 4 6 2 3
b) Proportii derivate ale proportiei %:5 , cu termeni modificati " @
Proportia obtinuta Exemple
a+b c+d a-b c—d 4 6 4+2 6+3 .4 6 4-2 6-3
—_—= —=——,a>b,c>d. | = —=——S§i—=—"& —=——
b d b d 2 3 2 3 2 3 2 3
a c a c 4 6 4 6 4 6 4 6
_—= ——=——,a>bc>d. |-=— 6 —=——5i—=— & ——=——
a+b c+d a-b c-d 2 3 4+2 6+3° 2 3 4-2 6-3
a m-c m-a ¢ 2 3 2 053 2 3 5.2 3
—=——,m=0 —=—,m=0 —== o —= Si—=— & —==
b m-d m-b d 4 6 4 0567 4 6 54 6
a c m-a m-c 2 3 2 3 .2 3 5.2 5.3
——=——,m=0 ——=——,m=0 — = o —=——5i—=— & —=—
m-b m-d b d 4 6 54 56 4 6 4 6
a a+c a a-c 6 4 6 6+4 .6 4 6 6-4
—= —=——,a>¢b>d — = o —=—— i —=— & —=——.
b b+d b b-d 3 2 3 342 ° 3 2 3 3-2

A

Ba®d Exersiam, ne antrendm, ne dezvoltiam
e-@

1. Identificati perechile de rapoarte care formeaza 5. Copiatipe caiete siscrietiin spatiile libere numere

roportii: e 5 25 o
propors astfel incat, din proportia 52_' sa obtineti

2 6. 1.8 2,5 2 4,5
a) 55' 9’ < 0,5§I 4’ e) 3,5 3 3’ proportii derivate cu aceiasi termeni:
5 25 9 .14 15 .3 . 2,5 5 . 9 45
b) =>si —; d) =si —; f) —si—. a) —=—; b) —=—_: Q) —=—.
47 20 27 3 37 6 9 . . 4,5 -
2. Completati cu numere spatiile libere asaincat sa 6. Copiati pe caiete si scrieti in spatiile libere
Obtib[‘eti proportii: 6 s numere astfel incat sa obtineti proportii derivate
a) —=; b) —=—; ) —=. cu termeni modificati, pornind de la proportia
2 8 0,5 15 e 4 5 2,5
3. Scrieti proportii folosind ca termeni urmatoarele §= 45"
numere: '
a) 4,6;8;12; b) 9; 3;6;4,5. a) 222’5; ) EZZ; e) >_10
4. Scrieti proportiile care se pot forma folosind cate 2 ?
3 6 2 33 51 30
doua dintre rapoartele: —, —, —, —, —. b) —=—; d —=—
5 10 3 55 85 9 4,5 4,5
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7. Determinati numarul natural ab, stiind ca 4; 12;
13 si ab sunt termenii unei proportii.

8. Determinati termenul necunoscut, respectiv 12,
termenii necunoscuti, din proportiile:

3 X 0,3 09
a) -=—; <) =—;
7 35 y 21
2
by Y= 2. d X=2.
2 4,5 4 X 13.
9. Raportul dintre pretul unui stilou si pretul unui
. 22 . . . .
pix este 3 Stiind ca pretul pixului este de
7,50 lei, calculati pretul stiloului.
10. O proportie are extremii 2 - n + 7 si 10, iar mezii
sunt 6 si 25. Calculati numarul n. 14

11. Scrieti pe caiete si completati spatiile libere astfel

incat sa obtineti afirmatii adevarate.
150

a) Daca E:E,atuncia-b:...,iar30— —_—=..
3 b a-b

Minitest

6

A. perechea a); B. perechea b);
20p 2. Daca g = %,atunci produsul a- b este egal cu:
A.1; B. 2;

12 36
20p | 3. Numarul x din proportia ?=— este:

X
A.15; B. 18;
. a 3 “
30p 4. Daca P numarul natural a este:
a

A.15; B. 6;

Alegeti litera care indica varianta corecta de raspuns.

1 7 .21 5 27
20p 1. Dintre perechile derapoartea) — si —; b) —si —;¢) = si —; d) — si — formeaza o proportie:
p p p )4,20 ),9)2, )1,40 proport

b) Daca =§§iE=i,atuncia-b—c-d=....
b’ c 16

ENNEN

< 2
Raportul a doua numere este 5

a) Calculati suma acestor numere, stiind ca nu-
marul mai mic este 10;

b) Calculati produsul acestor numere, stiind ca
numarul mai mare este 4,5.

3
Stiind ca X =%,x #0,y #0, calculati:

y
a) x+y; 0 X ,
y 10-y
b) X , d) 10-x+3-y.
y—X 9.y

Raportul a doua numere este 0,1.

a) Determinati numerele, stiind ca suma lor este
44,

b) Determinati numerele, stiind ca diferenta lor
este 27.

Doar un raspuns este corect.

.15 9
8
C. perechea ¢); D. perechea d).
C.3; D. 4.
C.6; D.o9.
C. 36; D. 4.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Sir de rapoarte egale

% Descoperim, intelegem, exemplificam
a a, a a Exemple
Trei sau mai multe rapoarte = —2,—3, v, T cu b,#0,b,#0,b,#0,...,b_#0, P
b, b, bs b, n 1.2 3 100,
care au aceeasi valoare, formeazd un sir de rapoarte egale. 2 4 6 200
a a a a
Vomscrie t=—"1=2= =" 05 1.2 _6_3
by b, bs b, 2 4 8 24 12
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Problema 1

Sonia citeste o carte de 98 de pagini, cate 14 pagini pe zi, Delia citeste o carte de 147 de pagini, cate 21 de pa-
gini pe zi, iar Irina citeste o carte de 84 de pagini, cate 12 pagini pe zi. Demonstrati ca cele trei prietene termina
de citit in acelasi numar de zile.

Victor, tatal Irinei, isi propune sa citeasca toate cele trei carti, citind in fiecare zi atatea pagini cate citesc impre-
una cele trei fete intr-o zi. Demonstrati ca Victor va termina de citit in acelasi numar de zile ca si fiica sa.
Rezolvare. Numarul zilelor in care o persoana termina de citit cartea este valoarea raportului dintre numarul
total de pagini citite si numarul de pagini citite intr-o zi.

Sonia Delia Irina Victor
Numar total de pagini 98 147 84 98 + 147 + 84 =329
Nr de pagini pe zi 14 21 12 14+21+12=47
Nr de zile in care termina cartea %=7 £=7 8—4=7 £=7

14 21 12 47

. . . . . 98 147 84 329 A
Tabelul de mai sus furnizeaza urmatorul sir de rapoarte egale: — =——=—=——, toate avand valoarea 7.

14 21 12 47

147 84 147 + 84
Cum 329 =98 + 147 + 84, iar 47 = 14 + 21 + 12, sirul se poate scrie astfel: %z—— 84 _98+147+84

21 12 14421412
Problema 1 probeaza, printr-un exemplu, urmdtoarea proprietate a sirurilor de rapoarte egale.

a a a a, a a, a,+a,+..+a
Dacd L =-2=._.=-1p #0,b.#0,...b #0sib_ +b_+...+b #0atunci ~=-—2=..=-"L =127 "
b, b, b, 170.0,# #0510, 4, 7 b, b, b, b+b,+..+b,
- . . X y oz .. <
Problema 2 Determinati numerele x, y si z cu proprietatea 3 = PPy = Py stiind ca x+ y +z=220.

Yy Z X+ty+z

Y _zZ_X+y+z 220
12 6 2+12+6

1 _ V4
2 12 6 20
=11,decix=22,y=132,z=66.

X
Folosind proprietatea 5 = , rezulta 11.

Atunci, = =11, L =11,
2 12
Problema 3 Diferenta dintre doua numere este 20. Determinati numerele, stiind ca sunt direct proportionale

cu4sio.

o | N

Rezolvare Fie a, b cele doua numere. Din enunt, :g:k. Din %:k Si g:k, obtinem a = 4 - k respectiv

ENIEN

b=9-k.Avem b >a,deci b-a=120,adica9-k-4-k=20=5-k=20, de unde rezulta k = 4. Numerele sunt
a=4-4sib=9-4,adicda=16,b=36.
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e
L
°-&

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

32 6 10 9 2 21 4. Calculati termenii necunoscuti din sirul de
Dintre rapoartele —, —, —, —, —, —, —, 1 x 3 4
scrieti: 5310 1515 12 35 rapoarte egale: Ty
. . . y z
a) un §!r de trAe| rapparte egale; 5. Suma numerelor a, b si ceste 72. Calculatia, b sic,
b) un sir de cat mai multe rapoarte egale. a b c
a) Scrieti un sir de patru rapoarte egale cu stiind ca 375 10
3
raportul 5 6. Diferenta numerelor asib este 12. Calculatiasib,
b) Scrieti un sir de cinci rapoarte egale cu stiind ca 7 = i
a
1
raportul 3 7. lonel a cumparat cu suma de 5600 lei, un laptop,

Alegeti litera care indica varianta corecta de
raspuns. Doar un raspuns este corect.

un sistem audio si un ecran de proiectie.
Determinati pretul fiecarui obiect, stiind ca o op-

b
a) Fie sirul de rapoarte egale %:—— =

Dintre numerele g, b, ¢, d mai mare este:

c d time din pretul laptopului reprezinta o patrime

3 4 5° din pretul sistemului audio si jumatate din pretul
ecranului de proiectie. Rezolvati problema, folo-

A. a; B. b; C. ¢ D. d. . o
a b 1 sind siruri de rapoarte egale.
b) Daca —= —= —, atunci suma numerelor asi b a b ¢
este: ° O 8. Fiea, b, c eN astfelincat — = — = —.
) 3 4 5
A. 1; B. 1,5; C. 5 D. 5,5. o
a) Demonstrati ca a>+ b* =2
.a b c 1 . a+b+c e
¢)Daca —=—=—=—,atunci ——— este: b) Determinati tripletele de numere natu-
m n p 3 m+n+p L .
1 5 3 1 rale (a, b, ¢) care verfica, in plus, conditia
A. —; B. —; C. —; D. 3—-. a+b+c<77.
3 3 3 3

1

20

Minitest

20p

20p

20p

30p

1. Scrieti pe caiete si completati spatiile punctate astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate.

2 4 6
a) Un raport egal cu rapoartele ='70" 15 este....

10 15
b) Daca i=2=§,atuncio7+b=....
3 6 b
L1« .
c¢) Dacd — = — = ——,atuncid—-c=....
5 10 d-3
o . - v XY Z
2. Determinati numerele x, y si z care verifica egalitatile g = Z = E six+y=49.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Marimi direct proportionale. Marimi invers proportionale

Problemd

Cantitatea de 240 kg de mere este depozitata in ladite. Laditele de care depozitul dispune sunt de cate 4 kg,
8 kg, 12 kg respectiv 24 kg.

a) Stabiliti daca poate fi depozitata toata cantitatea, stiind ca se utilizeaza cate 5 ladite de fiecare fel.

b) Comparati cantitatea de mere depozitata in cele patru tipuri de ladite si observati ce se intampla cu
cantitatea depozitata cand cantitatea de mere din fiecare ladita creste sau descreste de un numar de ori.

¢) Determinati numarul de ladite folosite pentru depozitare, daca se folosesc ladite de acelasi fel.

d) Observati ce se intampla cu numarul laditelor folosite cand cantitatea de mere din fiecare ladita creste sau
descreste de un numar de ori.

Rezolvare

a) Cantitatea de mere depozitata in 5 ladite de un anumit tip este produsul dintre cantitatea depozitata intr-o
ladita de acest tip si numarul laditelor folosite, adica numarul 5.

Cantitatea de mere dintr-o ladita kg kg kg kg
Cantitatea depozitata in 5 ladite 4.5=20(kq) 8-5=40 (kg) 12-5=60(kg) | 24-5=120(kg)

Cantitatea care poate fi depozitatd in cate 5 ladite de acelasi fel este 20 + 40 + 60 + 120 = 240 (kg), adica
intreaga cantitate.

b) Datele din tabel arata ca, atunci cand cantitatea de mere dintr-o kg=4kg-2si 40 kg=20kg-2;
ladita creste de un numar de ori, cantitatea de mere depozitate, pastrand kg=4kg-3si 60kg=20kg-3;
neschimbat numarul laditelor folosite, creste de acelasi numadr de ori. kg=4kg-65si120 kg =20kg 6.

Relatiile de mai sus se pot rescrie si prin sirul de rapoarte egale: —=—=—=——-
20 40 60 120

Vom spune ca cele doua marimi (cantitatea de fructe dintr-o ladita si cantitatea de fructe depozitata intr-un
numdr constant de ladite) sunt mdrimi direct proportionale.

c) Numadrul laditelor folosite este raportul dintre cantitatea totala de mere si cantitatea de mere dintr-o ladita
si rezulta din tabelul urmator:

Cantitatea de mere dintr-o ladita kg kg kg kg

240 240 20 ) 240

= 10
4 8 12 24

Numarul de ladite folosite

d) Datele din tabel arata ca, atunci cand cantitatea de mere dintr-o ladita creste de un numar de ori, numarul
laditelor folosite pentru aceeasi cantitate de fructe descreste de acelasi numar de ori, adica:
Observam ca in laditele de 8 kg cantitatea de mere este de doud ori mai mare decat in cele de 4 kg, iar numdrul
laditelor necesare pentru a depozita aceeasi cantitate de mere este de doud ori mai mic. Cu un rationament
similar pentru celelalte perechi de ladite, obtinem concluzia: Dacad mdrim cantitatea de mere dintr-o ladita de
un numar de ori, se micsoreaza numarul laditelor necesare de acelasi numar de ori.
Justifica acest fapt si relatiile extrase din tabelul de la ¢): & kg = 4 kg- 2 si 30 ladite = 60 ladite : 2;

kg =4 kg - 3 si 20 ladite =60 ladite: 3; 24 kg =4 kg - 6 si 10 ladite = 60 ladite : 6.
Aceste relatii se pot rescrie si prin sirul de produse egale: 4 -60=8-30=12-20=24-10.
Vom spune cd cele doua marimi (cantitatea de fructe dintr-o ladita si numarul laditelor folosite pastrand can-
titatea depozitata constanta) sunt mdrimi invers proportionale.
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So

] Descoperim, intelegem, exemplificam

Doua marimi care cresc sau descresc, in acelasi timp, de acelasi numar
de ori, se numesc marimi direct proportionale.

Multimile finite, ordonate, de numere {a,, a,, a, ...,a}si

{b,,b,b,, ..., b} sunt in relatie de proportionalitatea directd daca se
a _a, a a

poate forma sirul de rapoarte egale - =—-2="3=_ =1
by b b b,

Valoarea nenula comuna a rapoartelor se numeste raport de propor-
tionalitate sau coeficient de proportionalitate si se noteazd, de regula,
cu k.

Doua marimi se numesc marimi invers proportionale daca, atunci
cand o marime creste de un numar de ori, cealalta marime descreste
de acelasi numar de ori.

Multimile finite, ordonate, de numere{a,, a,, a, ...,a }si

{b.,b,b, ..., b} sunt in relatie de proportionalitate inversa daca se
1 2 3 on J 4

poate forma sirul de produse egaleq, -b,=a, -b, =a; -b; =..=a, -b,.

Viteza cu care se deplaseaza un vehi-
cul si distanta parcursa intr-un inter-
val de timp dat.

Multimile{5;7,5;12}si{10; 15; 24} sunt
in relatie de direct proportionalitate

. 5 7,5 12
pentruca —= =—,
10 15 24

Raportul de proportionalitate al mul-
timilor ordonate din exemplul de
mai sus este k=0,5.

Viteza cu care se deplaseaza un
vehicul si timpul de parcurgere a
unei distante date.

Multimile {3, 6, 15} si {10, 5, 2} sunt
in relatie de invers proportionalitate
pentruca3-10=6:-5=15-2.

in rezolvarea multor probleme de aritmetica, informatia potrivit careia doua
marimi sunt direct proportionale sau suntinvers proportionale este esentiala.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvata.

@ Dictionar

Multime ordonatd = multime ale
carei elemente sunt enumerate
intr-o ordine bine determinata.

Numerele naturale a si b sunt direct proportionale cu 2 si 3, iar numerele b si ¢ sunt invers proportionale cu 2

si 3.
a) Demonstrati ca a =c.
b) Determinati cele trei numere, stiind caa+2-b+ 3 - c=140.

Rezolvare

b
a) {a, b}si{2, 3} suntin relatie de proportionalitate directa, deci %z 3 &3-a=2-b.

{b, ¢} si {2, 3} suntin relatie de proportionalitate inversa, deci2-b=3 - c.

Din (1) si (2), rezultd 3-a=3:c adicaa=c.

b) Dina+2-b+3-c=140sia=c, folosind (1), rezulta
a+3-a+3-a=140,adica 7 - a = 140 si obtinem a = 20,
¢ =20, apoi 2b =60, deci b = 30.

-
g
«
e

@ o
e-e

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. In figcare dln t.abelelg urmatoare sunt redate a)| A 1 3 6 10 | 125
valorlalfe ma[ImI|OFA§I B. o B 5 6 12 | 20 | 25
Precizati daca acestea sunt marimi direct propor-
tionale. Justificati rdspunsul dat. b)| A 2 4 5 15 | 20

B 6 12 15 | 40 | 60
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Bogdan cumpara 24 caiete de matematica, de

acelasi fel, pentru care plateste 180 lei.

a) Calculati:

a,) pretul unui caiet de matematica;

a,)suma pe care ar fi platit-o Bogdan daca ar fi
cumparat sase caiete de matematica de ace-
lasi fel.

b) Copiati pe caiete, apoi completati tabelul
urmator, stiind ca n reprezintd numarul de
caiete cumpadrate de Bogdan, iar s reprezinta
suma, in lei, achitata pentru cele n caiete.

24

n

Numerele x si y sunt direct proportionale cu 2 si 3.
a) Demonstraticax<y.
b) Calculati numarul x, daca y =9.

Determinati trei numere direct proportionale cu

3,7 si 5, stiind ca cel mai mic dintre ele este 21.

Marius, Dan, Vlad si Radu participa la un

concurs de tir. Punctajele obtinute de cei patru

copii la sfarsitul tragerilor sunt numere direct

proportionale cu 1,5; 2,5; 1,75, respectiv cu 2.

a) Scrieti concurentii in ordinea descrescatoare a
punctajelor, la sfarsitul concursului.

b) Determinati numarul punctelor obtinute de
fiecare concurent, daca impreuna au acumu-
lat 620 de puncte.

Minitest

15p

15p
20p

40p | 2.
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direct proportionale cu numerele 4, 5 si 7.

6.

10.

Un tren de persoane se deplaseaza pe distanta
de 240 km.

Calculati viteza medie cu care trebuie sa se depla-
seze trenul pentru a parcurge distanta in 2 ore, in
3 ore, in 4 ore, respectiv in 6 ore.

Copiati pe caiete si completati tabelul urmator,
stiind ca t reprezinta timpul de parcurgere a dis-
tantei, iar v reprezinta viteza de deplasare a tre-
nului, exprimata in km/h.

t 2h 3h
v

4h 6h

t-v

In fiecare din tabelele urmatoare sunt redate
marimile A si B.

a)| A 1 3 10 18
B 24 8 6 24 1,5
b)] A 2 3 4 5 60
B 15 10 7,5 6 0,5

Precizati daca acestea sunt marimi invers propor-
tionale. Justificati raspunsul dat.

Numerele x si y sunt invers proportionale cu 7 si
10.

a) Demonstrati ca x > y.

b) Determinati numarul y, stiind ca x = 20.
Determinati trei numere invers proportionale cu
4,155i 9, stiind ca cel mai mare dintre ele este 45.

Numerele a si b sunt invers proportionale cu
numerele 0,5 si 2,4. Determinati numerele, stiind
ca suma acestora este 58.

e

1. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate.
.a b o . .
a) Daca 2 = ey atunci a si b sunt direct proportionale cu numerele ... .

b) Daca c-3=d-5, atunci c si d sunt invers proportionale cu numerele ... .

¢) Daca latura patratului P, este de trei ori mai mare decat latura patratului P,, atunci perimetrul
patratului P, este de ... ori mai ... decat perimetrul patratului P..

Perimetrul unui triunghi este 80 cm. Calculati lungimile laturilor triunghiului, stiind ca acestea sunt

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.



Regula de trei simpla

Petru a cumparat 2 kg de piersici cu 16 lei. Calculati cat costa 15 kg de piersici de acelasi fel.

Pretul unui kilogram de piersici este va- Notam cu x costul cantitatii de 15 kg de piersici.

.16 - . i arata si i arimi
loarea raportului ?’ adica 8 (lei/kg). Cantitatea cumparata si costul acesteia sunt marimi

. . . . .2 15
Atunci, 15 kg de piersici costa de 15 ori direct proportionale, deci putem scrie proportia e %

mai mult, deci 15 - 8 = 120 (lei). 15-16
Termenul necunoscut al proportiei este x =

=120 (lei),
deci 15 kg de piersici costa 120 lei.

Mihnea a parcurs o distantd in 4 h, cu viteza de 60 km/h. Calculati in cat timp ar parcurge Mihnea
aceeasi distanta, cu viteza medie de 80 km/h.

Distanta parcursa de Mihnea este d =v - t, unde Notam cu x timpul in care ar parcurge distanta cu
v =60 km/h si t=4 h. Obtinem d = 240 km. viteza medie de 80 km/h. Viteza de deplasare si timpul
Daca ar circula cu viteza medie de 80 km/h, atunci de parcurgere a aceleiasi distante sunt marimi invers

. . d . . . . .
timpul necesar ar fi t =—, unde d = 240 km, iar proportionale, deci se poate scrie egalitatea

v . 60-4 e )
60 - 4 = 80 - x. Rezulta x = —— =3, adica distanta ar fi
240 80 ’

v =380 km/h, deci t=E=3 (h). parcursain 3 h.

Pentru ambele probleme rezolvate mai sus, varianta a ll-a de rezolvare ilustreaza posibilitatea determinarii
unei valori a unei marimi printr-un calcul simplu, pe baza relatiei de proportionalitate, directa sau inversa, cu
o alta marime.

%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Regula de trei simpld este o tehnica prin care se calculeaza o valoare a unei marimi fizice, stiind ca aceasta este
direct proportionald sau invers proportionald cu o altd marime fizica.

Pentru a aplica regula de trei simpld, se stabileste proportionalitatea valorilor celor doua marimi. Apoi,
din datele cunoscute, folosind relatiile obtinute din proportionalitatea valorilor, se determina termenul
necunoscut.

Scrierea schematica a datelor problemei, evidentiind dependenta marimilor si valorile cunoscute ale acestora,
oferd toate informatiile necesare rezolvarii problemelor, folosind regula de trei simpla. Operatiile care urmeaza
sa fie efectuate pentru a afla necunoscuta depind de incadrarea problemei in una din cele doua tipuri de
proportionalitate.

Daca valorile primei marimi sunt a, si a,, iar cele ale celeilalte marimi o I b
sunt b, six, atunci datele problemei se pot scrie schematic astfel: a
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Pentru determinarea valorii necunoscute, identificam urmatoarele doua situatii:

1. Daca marimile sunt direct proportionale, atunci 2. Daca mdrimile sunt invers proportionale, atunci

multimile {a,, a.} si {b,, b,} sunt in relatie de propor- multimile {a,, a} si {b, b} sunt in relatie de
. . R ¢ roportionalitate inversa, adica a, - b, = a, - x,
tionalitate directd, adicd — =-2, termenul necu- proport g 100 T a0 X
noscut fiind x=-2—", termenul necunoscut fiind x=—1—1,
a, a;
Schematic, daca sunt marimi direct proportionale, | Schematic, daca sunt marimi invers proportionale,
scriem scriem
>
M b, a, S b, oG b,
a e TR X a,

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Regula de trei simpla este folositd frecvent in viata cotidiand, in chimie, in fizica, in geografie si in alte domenii.
Problemad rezolvatd. Un bazin de inot ar putea fi umplut de trei pompe cu acelasi debit in 45 de minute. Dupa
ce au functionat impreuna 30 de minute, doud dintre pompe sunt oprite. Calculati timpul necesar pompei
ramase in functiune pentru a umple bazinul.

Rezolvare. Timpul de functionare a pompelor si nivelul
de umplere a bazinului sunt marimi direct proportionale. (parte din bazin)
Prin urmare, putem folosi regula de trei simpla pentru a afla 0 _ 301 2

ce parte din bazin s-a umplut in cele 30 de minute. Obtinem T deci x 5 3

(intregul bazin)

Stim ca functionand impreund, cele 3 pompe umplu
bazinul in 45 de minute. Numarul de pompe folosite si
timpul de umplere sunt marimi invers proportionale, deci
putem folosi regula de trei simpla pentru a afla in cat timp
ar umple bazinul o singurda pompa.

Daca in cele 30 de minute s-au umplut doua treimi din
bazin, atunci pompa ramasa in functiune trebuie sa umple
o treime din bazin, singurd.

Timpul de functionare si nivelul de umplere sunt marimi
direct proportionale. Folosim regula de trei simpla pentru a
afla in cat timp pompa ramasa in functiune umple o treime
din bazin.

in concluzie, pompa rdmasa in functiune trebuie s mai functioneze inca 45 de minute.

=

:::ﬁ} Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Din 20 kg de caise se fac 12 kg de dulceata. 3. Familia lui lonel pleaca intr-o excursie cu masina.

Calculati cantitatea de dulceata care se obtine Pentru a se deplasa 500 km, masina ar consuma
din 25 kg de caise. 35 de litri de benzina.
2. O echipa de 20 de muncitori poate termina o a) Determinati cantitatea de benzina necesara,
lucrare in 15 zile. Calculati: daca familia lui lonel ar reduce distanta
a) in cate zile pot termina lucrarea 15 muncitori; parcursa cu 100 km.
b) de cati muncitori este nevoie pentru a termina b) Calculati suma de bani economisitd in condi-
lucrarea in 10 zile. tiile a), stiind ca un litru de benzina costa 7 lei.

50




Pentru a lista un document de 54 de pagini, o
imprimantd functioneaza 9 minute. Calculati in
cate minute se va lista, la aceeasi imprimanta, un
document de 270 de pagini.

O societate comerciala trebuie sa achizitioneze
cinci masini noi, fiecare avand pretul de 12 000
euro. Determinati numarul de masini pe care
le-ar putea cumpara societatea comerciala daca
pretul pentru o masina ar deveni 15 000 euro.

O ferma are nevoie de oameni la culesul viei.
Stiind ca 36 de persoane reusesc sa culeaga via
in 6 zile, aflati de cati oameni are nevoie ferma
pentru a termina de cules via in cel mult 4 zile.

Pentru a realiza un proiect scolar este nevoie de
4 elevi, fiecare lucrand 5 ore. Calculati cat timp
ar trebui sa lucreze fiecare elev pentru realizarea
proiectului, daca celor 4 elevi li s-ar alatura inca
2 colegi.

Dan ajuta la amenajarea laboratorului de infor-
matica si lucreazd 6 ore pentru a transporta
aparatura necesard. Sandu ar realiza acelasi lucru
in 10 ore. Calculatiin cat timp ar transporta apara-
tura cei doi elevi, lucrand impreuna.

O echipa formata din trei tipografi se pregatesc sa

realizeze un pliant. Primul si al doilea, impreung,

ar finaliza pliantul in 6 ore, al doilea si al treilea,

impreuna, l-ar finaliza in 12 ore, iar primul si al

treilea in 8 ore.

a) Calculati in cat timp ar realiza pliantul fiecare
tipograf, lucrand singur.

b) Calculati in cat timp cei trei tipografi ar realiza
pliantul, lucrand impreuna.

Minitest

30p
30p

30p | 2.

lucrareain ... zile.

10. In doua borcane de acelasi fel incap 800 grame

1.

12

13

14

15

de gem. Calculati numarul borcanelor de gem pe
care trebuie sa le cumpere o gospodina pentru a
avea 2 kg de gem.

Sara si Dora cumpadra sampon de acelasi fel, Sara
plateste 30 de lei pentru un recipient de 800 ml,
iar Dora plateste 18 lei pentru un recipient de
500 ml. Decideti argumentat care dintre cele
doua fete a cumpdrat mai avantajos samponul.

Calculatinumadrulrochiilor care se pot confectiona
din 88 m? de material, stiind ca din 33 m? s-au
confectionat 15 rochii de acelasi fel.

O echipa de muncitori ar termina de zidit o

cincime dintr-o cladire in 8 zile.

a) Determinati numarul de zile in care aceeasi
echipa ar zidi un sfert din cladire.

b) Determinati numarul de zile in care aceeasi
echipa ar termina de zidit intreaga cladire.

Daca s-ar deplasa cu viteza medie de 24 km/h, un

biciclist ar ajunge la destinatie in 3 ore. Calculati:

a) viteza medie cu care trebuie sa se deplase-
ze biciclistul pentru a ajunge la destinatie in
doua ore si jumatate.

b) durata deplasarii biciclistului pana la destina-
tie, exprimata in minute, daca acesta s-ar de-
plasa cu viteza medie de 30 km/h.

lulian cumpara 18 albume pentru fotografii,
fiecare avand pretul de 24 de lei. Calculati numarul
albumelor pe care le-ar cumpara Petru, cu aceeasi
sumad, dacd un album ar costa 27 de lei.

v H

e

1. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate.
a) Daca 8 caiete costd 60 lei, atunci 9 caiete de acelasi fel, vor costa ... lei
b) Daca o lucrare este finalizata de 16 muncitori in 20 de zile, atunci 40 de muncitori vor finaliza

Un biciclist ajunge la destinatie in 2 ore, deplasandu-se cu viteza medie de 30 km/h. Determinati
viteza medie de deplasare a biciclistului pentru a ajunge la destinatie intr-o ora si jumatate.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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(I Procente. Rapoarte in viata cotidiana

Un raport de forma P numeste raport procentual. 25 ”it25 %
. L . 100
Un raport procentual se noteaza p% si se citeste,p la sutd” sau,,p procente”.

. o . e %) 25
Orice raport poate fi exprimat ca raport procentual prin amplificari sau simplificari. 2 = T00
Prin urmare, p% dintr-un numar natural a este produsul (100

. 25 12500
P qa-Pa_ % i i in g 25% din 500 este =2 .500=—>—  =125.
——-a=——=(p-a) %, iar p% dintr-o fractie —, n # 0
100 %100~ %) & Me 100 100
. .2 25 2 10 1
p a_ p-a _p-an . 25%din Z este == .2~ —___ |
este produsul —-—=———=="—""—=(p-a:n) %.
P 100 100" 100 \P-a:n) 5 100 5 100 10
in aplicatii, daca numarul b reprezinta p% din numarul a, scriem %-a =b sau % =—.
a
Oricare dintre numerele p, g, b din proportia de mai sus se poate exprima in functie de celelalte doua, astfel:

b
p=2.100;a=2100; b=—"P_.q,

a p 100
@ A A VT
S0 Descoperim, intelegem, exemplificam

Prin dizolvarea unei substante in apa se obtine o solutie apoasd.

Problema 1. Rezolvare. Notam m_masa solutiei,cum_,
Flavius amesteca 50 g de zahar cu 150 g de apa si obtine o | masa apei si cu m masa zaharului.
solutie. a) Atunci, m=m_+m_, =509 +150g,
a) Calculati masa solutiei obtinute. decim =200 g.

b) Calculati raportul dintre masa de zahar si masa solutiei. m ’ 50 25 m

Exprimati raportul gasit ca raport procentual b) —£=——="",deci —%=25%.

’ ) m, 200 100 m

N s

Notand cu c raportul dintre masa de zahar si masa solutiei, scriem ¢ = 25% si vom spune ca solutia de zahar si
apa obtinuta are concentratia de 25%.
Concentratia unei solutii este cantitatea de Daca 500 g solutie contine 30 g sare, atunci concentratia
substanta dizolvata, pentru a obtine 100 g solutiei se determina prin regula de trei simpld, sau se exprima

de solutie. . 30
’ prin raportul —.
500

Matematic, concentratia unei solutii este | 500 g solutie ............. 30 g sare _100-30

. ’ . ’ . . =X = =
raportul dintre masa substantei care se di- | 100 g solutie ............. X g sare 500
zolva si masa solutiei.

. . e . o _ . X . 6
Concentratia unei solutii se exprima, de re- | prin yrmare, solutia are concentratia ¢ =—— sau ¢ = 6%.
gula, printr-un raport procentual. 100

In mod similar, topind impreuna doua metale, se obtine un aliaj. Multe aliaje sunt folosite in diferite domenii
de activitate. De exemplu, otelul este folosit in constructii si este un aliaj de fier (Fe) si carbon (C).
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Se folosesc frecvent aliaje cu metale pretioase in medicina, in electronica, pentru crearea bijuteriilor etc. Propri-
etatile si valoarea aliajului depind de titlul acestuia.

Titlul unui aliaj este masa metalului adaugat | Daca se topesc impreuna 2 g de aur si 8 g de cupru, se obtin
(a metalului pretios) pentru a obtine 100 g | 10 g de aliaj.

de aliaj. Notdm cu m, masa aurului, cu m_ masa cuprului si cu m masa
aliajului. Atunci, m=m,_ +m_ , iar titlul aliajului se determina

Matematic, titlul unuialiaj esteraportulintre | ¢ T K o -
. L L fie cu regula de trei simpla pentru marimi direct proportionale,
masa metalului pretios si masa aliajului. 5 1 ;
u —_—

) . m
Titlul unui aliaj se exprimé, de regula, prin- | fie calculand raportul T= TA=—— s =0,2=20%. o

10
tr-un raport procentual. Titlul aliajului este T=20%, adicad in 100 g de aliaj sunt 20 g de

aur.
Hadrtile au aparut din nevoia de orientare in spatii a caror intindere depaseste posibilitatile noastre de cuprin-
dere. Hartile pastreaza detaliile prin micsorarea proportionala a distantelor dintre puncte.

Daca vom lua doua puncte oarecare A si B, pe harta si corespondentele lor A, si B, in teren, atunci raportul

AB
g, esteconstant. (are aceeasi valoare, oricare ar fi perechea de puncte A si B).
W5

Raportul descris mai sus, exprimat, de regula, printr-o fractie cu numaratorul 1 se numeste scara hartii.

Scara unei hdrti este raportul dintre Daca distanta in teren, intre orasele A si Beste de 50 km =5 000 000 cm,
distanta masurata pe harta si ace- iar pe hartd este de 5 cm, atunci harta este realizata la scara de

easi distantd, masurata in teren cu > _ 1
aceeasi unitate de masura. 5000000 1000000

sau 1: 1 000 000.

Observatii. Scara unei harti arata de cate ori sunt mai mici distantele pe harta fata de aceleasi distante in teren.

Investigatie: Fibonacci si raportul de aur

Formati trei grupe de lucru. Cititi cu atentie textele de mai jos, apoi accesati
manualul digital. Veti gdsi detaliile propunerii de investigatie pentru fiecare
grupa, atat scris cat si dinamic.

In viata cotidiand, intalnim la tot pasul rapoarte si proportionalitati.

1. Un raport celebru, numit raportul de aur este prezent in tot ce ne inconjoara:
in natura, in arta, in arhitectura, chiar si in ADN-ul uman. Valoarea raportului de
aur este notata cu ¢ si este aproximativ egala cu 1,618.

2. Sectiunea de aur presupune impadrtirea unui unui segment in raportul de AB  MB

—=—=0¢=1,618
aur adica stabilirea pozitiei unui punct M, situat pe segmentul AB, astfel incat MB MA b
MB AB
MB AB
Daca MA=a si MB = b, atunci AB=a + b, iar e = = se scrie b = a+b si se numeste proportia de aur.
a

3. Sirul de numere naturale, 1,1, 2, 3,5, 8, 13, ... este numit sirul lui Fibonacci.
In acest sir, fiecare termen, incepand cu al treilea, este suma ultimilor doi
termeni anteriori:2=1+1;3=2+1,5=3+2;8=5+3 ...

Numerele din sirul de mai sus au fost observate in natura si au fost folosite in
activitatea oamenilor din timpuri stravechi.

Tema de portofoliu.

1. Prezentati rezultatele investigatiei tuturor colegilor de clasa.

2, Stabiliti conexiuni intre rezultatele obtinute de grupa din care faceti parte si cele ale colegilor din cele-
lalte grupe si completati-va portofoliul personal cu datele relevante.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Probleme rezolvate

1. Se dizolva sare in apa si se obtine o solutie cu | Rezolvare. Notam m_masa sarii dizolvate si m masa solutiei.
concentratia de 8%. Calculati cantitatea de sare my . 8 m - 8-500

. . . ’ . c=—,deci —=—>,adica m;=———=40(9g).
dizolvata, pentru obtinerea a 500 g solutie. m 100 500 100

Raspuns: Se dizolva 40 g de sare in 460 g de apa.

2. 400 g de aliaj aur-cupru are titlul 0,825. Determinati cantitatea de aur pe care trebuie sa o addugam, pen-
tru a obtine un aliaj cu titlul 0,875.

Rezolvare. Fie m, masa aurului folosit pentru primul aliaj. Atunci, % =0,825,de unde m, =400-0,825 =330 (g).

Noul aliaj se formeaza prin adaugarea unei cantitati x grame de aur. Atunci, masa aurului din noul aliaj este
330+x 875 0%

330 + x, iar masa aliajului este 400 + x. Cum titlul aliajului este 0,875, obtinem proportia =—
400+x 1000

+ 7 4 7
echivalenta cu 330%x_7 . Cu proportii derivate, obtinem 330+x _7

400+x 8 70 1
Din proprietatea fundamentala a proportiei, putem scrie 330 + x = 490, deci x = 490 - 330 = 160 (g).

Raspuns: Se adauga 160 g aur.

3. Scara unei hdrti este . Evident distanta in teren si dis- | Il. Folosind definitia scarii unei harti,
1: 400 000. tanta pe harta sunt marimi di- . 1 16
- . . scriem —=—.
Calculati distanta, pe teren, intre | rect proportionale. 400000 x
doua localitati, stiind ca, pe hartd, | Folosind regula de trei simpla, | Termenul necunoscut  al proportiei
aceasta este de 16 cm. avem: este x = 16 - 400 000 = 6 400 000 (cm).
Tem.einn.. 400 000 cm
16CM i xcm
x=16-400000 =6 400000 (cm) | Raspuns: d =6 400 000 cm = 64 km.

Observatie. In multe situatii practice, regula de trei simpla ofera mai multa siguranta in rationament.
o . , .

Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

*-e

1. Exprimati sub forma de raport procentual: 6. Dupa ce s-au vandut 40% din numarul biletelor
27 71 13 1 11 pentru o reprezentatie la teatru, au mai ramas

’ el o 012;1175- . A . . o
100 100 50 20 10 120 de bilete nevandute. Determinati numarul
2. Scrieti carapoarte, exprimate prin fractii ordinare biletelor care au fost puse in vanzare pentru
ireductibile: 50%, 80%, 17,5%, 120%. aceasta reprezentatie.

7. Calculati concentratia solutiei obtinute daca:
a) in 175 g de apa se dizolva 25 g de sare;
b) se dizolva 20 g de sare in 140 g de apa.

3. Calculati:
a) 20% din 225 lei;
b) 35% din 440 litri;
c) 12,5% din 500 kg. 8. Completati spatiile libere pentru a obtine pro-
pozitii adevarate.

4. Determinati numarul cu 25% mai mare decat 300. . < n «
a) Prin dizolvarea a 45 g de zahar in apa, s-au

5. loana a avut 300 de lei, din care a cheltuit 20%. obtinut 450 g de solutie. Concentratia acestei
a) Calculati suma de bani cheltuita de loana. solutii este de ...%.
b) Exprimati ca raport procentual suma care i-a b) In 450 g de apa se dizolva 50 g de zahar. Con-
ramas loanei. centratia solutiei obtinute este ...%.
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9. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti
propozitii adevarate.
a) Numarul 63 reprezinta ...% din 90.
b) Numarul 100 000 reprezinta ...% din 9 250 000.
c¢) Daca 125% dintr-un numdr este numarul
1800, atunci numarul initial este ... .
d) 2500 kg fructe sunt distribuite la 3 cantine.

12. Determinati cantitatea de argint care se gaseste
in 1800 g de aliaj cu titlul 0,125.

13. Pe o harta cu scara 1:1 000 000, distanta dintre
doua orase este de 12 cm.
a) Calculati distanta, pe teren, dintre cele doua
orase.
b) Determinati distanta pe harta dintre aceleasi ora-

O cantind primeste 30% din cantitate, iar o se, daca harta ar fi realizata la scara 1:1 500 000.

alta cantina primeste 24% din cantitatea ra-  14. loana uneste punctele corespunzatoare oraselor
masa. Cantitatea primitd de a treia cantina Timisoara si Oradea pe hartd, printr-un segment

este de ... kg de fructe. care are lungimea de 3 cm.
=

10. Se topesc impreuna 800 g de aliaj de argint si alu-
miniu cu titlul 0,35 si 200 g de argint pur.
a) Calculati titlul noului aliaj.
b) Calculati cantitatea de argint pur continuta de
noul aliaj.

11. Calculati titlul unui aliaj de cupru si aur, stiind ca:
a) acesta contine 240 g de aur si 960 g de cupru.
b) acesta se formeaza, topind impreuna 100 g aur

si 300 g de cupru.

a) Stiind ca distanta dintre cele doua orase, in te-
ren, este aproximativ 150 km, calculati rapor-
tul care exprima scara hartii.

b) Determinati distanta in teren intre Timisoara si
Cluj-Napoca, stiind ca, pe aceeasi harta, orase-
le sunt unite printr-un segment de 4,5 cm.

¢) Calculati, in doua moduri, distanta dintre
Oradea si Timisoara pe o harta cu scara
1:5 000 000.

Minitest

1. Alegeti litera care indica varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.
15p a) 50% din 350 kg, reprezinta:

A. 125 kg; B. 225 kg; C. 175 kg; D. 225 kg.
15p b) lonel a cheltuit 35% din cei 400 lei pe care ii avea. Suma de bani ramasa este:
A. 260 lei; B. 140 lei; C. 160 lei; D. 240 lei;
15p c) Daca numarul 18 reprezintd 25% din numarul b, atunci numarul b este egal cu:
A. 36; B. 54; C.63; D.72.
15p d) Calculand 27% din 45% din 24 000 se obtine:
A. 2196; B. 2691; C.2916; D. 2961
10p | 2. Calculati titlul unui aliaj care contine 50 g de aur si 250 g de cupru.
20p | 3. Calculati cantitatea de sare pe care trebuie sa o addugam in 600 g de solutie care are concentratia

15%, pentru a creste concentratia la 25%.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

e
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Reprezentarea datelor prin grafice in contextul proportionalitatii.
Reprezentarea datelor cu ajutorul unor softuri matematice

Un studiu statistic se realizeaza in scopul cunoasterii, interpretdrii, evaluarii si reglarii unui fenomen.
Fenomenul la care se refera studiul se numeste caracteristicé sau variabild si descrie un numar de subiecti
(persoane, grupuri de persoane, anumite tipuri de obiecte), care formeaza populatia statisticd. Numarul total
de subiecti se numeste efectivul total al populatiei statistice.

Caracteristica (variabila) studiata se poate exprima prin valori numerice sau prin insusiri.

Numerele corespunzatoare respectiv insusirile pe care le poate avea variabila se numesc valori ale
caracteristicii.

In urméatoarele doud exemple, observati cu atentie cele trei moduri de prezentare a informatiilor si formulati
cate un raspuns argumentat la urmdatoarele intrebari.

1. Care dintre prezentari este mai intuitiva? (mai usor de observat)

2. In care dintre prezentari alegem mai repede valoarea cu numarul cel mai mare de aparitii? Dar pe cea cu
numarul cel mai mic de aparitii?

3. Pornind de la una dintre reprezentari, le putem reface pe celelalte doua?

Exemplul 1. Referitor la culoarea ochilor elevilor clasei a VI-a A, avem urmatoarele informatii:

a) Cei 24 de elevi din ' b) Culorile ochilor elevilor din clasa a Vl-a A sunt: | ¢) Reprezentarea grafica.

clasa aVl-a A au ochii: : I . .

L ) || Culoarea ochilor | negri | cdprui |albastri| verzi ] G
caprui, negri, caprui, v : =8

. . . 2 A

albastri, verzi, negri, Numdrul deelevi | 7 9 6 2 Sellmm |
caprui, negri, albastri, i, toate variantele identificim: B
albastri, verzi, caprui,  _ variabila: culoarea ochilor; S .
negr, negrl, caprul, - _yalorile variabilei: negri, cdprui, albastri, verzi; TE N
caprui, negri, albastri, _ popylatia statistica: elevii clasei a Vi-a A; i 5 7 7
caprul, aIba§tr|, negri, | _ Efectivul populatiei statistice: 24. Negri ~ Caprui  Albastri Verzi

Culoarea ochilor

albastri, caprui, caprui.
Exemplul 2. Cu privire la rezultatele obtinute de elevii clasei a Vl-a B la testul de matematicd, avem urmatoarele
informatii:

a) La testul de mate- | b) La testul de matematica, elevii clasei a c) Rezultatele obtinute la test
matica, elevii clasei Vl-a B au obtinut urmatoarele rezultate: de elevii clasei a Vl-a B
aVlaBauobfinut ot [a test 3/4/5]6/7/8]9]10
notele: < . = 5
Numaruldeelevi [1]|2(2]4|5(3|3]|2 3
8953,4,728,76,6, S 4
10,5,6,7,4,9,10,9,6, Intoate variantele identificam: =3
7,8,7. Variabila: nota la test; ’g 5
Valorile variabilei: 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10. 21|
Populatia statistica: elevii clasei a VlI-a B. ]
Efectivul populatiei statistice: 22. Y3 P4 F5H]f\ir"t7 8™9 %o
ota
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Rezolvare

1. In fiecare exemplu, este mai intuitiva reprezentarea vizuala, prin diagrame.

2. Putem alege repede valoarea cu numarul cel mai mare sau pe cea cu numarul cel mai mic de aparitii din
tabelul de date sau din reprezentarea prin diagrame. Daca numarul valorilor ar fi mare, atunci ar fi avantajos
sd lucram cu diagrame.

3. Cele trei variante oferd aceleasi informatii, deci se pot reconstitui pe baza uneia dintre ele.

KA o A e
% Descoperim, intelegem, exemplificam

Rezultatul comparatiei intre cele trei moduri de prezentare a acelorasi informatii justifica necesitatea sortdrii,
a organizdrii datelor statistice in tabele de date si utilitatea reprezentdrii sub forma de diagrame sau grafice.

Definitie. Numdrul aparitiei unei valori a variabilei in | Exemple: In exemplul 1, valoarea cdprui are frecventa 9,
populatia statisticd se numeste frecventa | valoarea verzi are frecventa 2.
absoluta a acestei valori. In exemplul 2, valoarea 7 are frecventa 5.

Tabelele de frecventa asociaza fiecarei valori a variabilei, frecventa acesteia. Pe baza tabelelor de frecvente se
realizeaza diagrame cu bare (verticale sau orizontale), diagrame circulare, grafice si altele.

Lungimea barelor reprezentate si frecventa absolutd a valorilor caracteristicii sunt mdrimi direct proportio-
nale, adica multimea lungimimilor barelor este in raport de proportionalitate directa cu multimea frecventelor

absolute corespunzatoare.
AB CD EF GH IJ KL MN QP
Astfel, in exemplul 2, cu notatiile de pe diagrame, au loc egalitatile =R =C— =— =G— =l =—=— =Q—,

2 2 4 5 3 3 2
N vy AB CD EF GH
iar in exemplul 1, au loc egalitatile —=—=—=—.

7 9 6 2
Suntem acum in masura sa precizam fara dubii ca nota obtinuta de cei mai multi elevi este nota corespunza-
toare barei cu lungimea cea mai mare, adica nota 7, iar nota obtinuta de cei mai putini elevi este cea corespun-
zatoare celei mai scurte bare, adica nota 3.
Observand reprezentarea prin diagrame de la exemplul 2, putem estima, intuitiv, media clasei la aproximativ 7.

Aceasta este doar o estimare, iar rezultatul exact se obtine calculand media aritmeticé a tuturor notelor obtinute.
Informatiile din tabelul de date ,Nota la test” ne permit sa calculdm media obtinuta de clasa la aceasta evalu-
are, numita media setului de date numerice.
Pentru seria de date statistice ,Nota la test’, media setului de date este numarul
m = 3444+4+5+5+64+6+6+6+7+7+7+7+7+8+8+8+9+9+9+10+10 _

a 22
344.2452+46-4+7-5+8-3+9-3+10-2 _

22

Cu doud zecimale exacte, obtinem m_= 6,86, care ne arata ca estimarea a fost foarte buna.
Observatie. Sunt si situatii in care este dificil sa facem estimari atat de apropriate de media obtinuta prin calcul.

6,8(63).

e .
- Retinem! “m:

Media unui set de date numerice este media aritmeticd a tuturor valorilor variabilei acestuia.

Media se calculeaza, de reguld, cu doud zecimale exacte.
Observatie. Daca variabila nu este numerica (valorile sale se exprima prin insusiri), atunci nu existd media
setului de date corespunzator.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatie: La testul initial, cei 24 de elevi ai clasei a Vl-a au obtinut notele: 4, 5,5,6,6,6,7,7,7,7,7,8,8,8,8,8,
8,9,9,9,9910,10.

a) Sortati si organizati datele de mai sus in tabelul de frecvente.

b) Realizati diagrama prin bare orizontale (benzi).

Rezolvare.

a) Nota 4 |56 7|8 9|10
Frecventa/ numarul elevilor | 1 | 2 | 3 | 5|6 | 5 2

b) Consideram doua semidrepte cu originea comund, una in
pozitie orizontald, notata Ox si una in pozitie verticala, no-
tata Oy.

Pe axa Oy trecem valorile caracteristicii, iar pe axa Ox scriem
frecventele corespunzdtoare acestor valori.

Se reprezinta apoi bare orizontale, cu un capat pe axa Oy, in
punctele corespunzatoare valorilor variabilei si cu lungimea
proportionald cu frecventa acestei valori.

Lungimea benzilor si frecventa absoluta a valorilor caracte-
risticii sunt marimi direct proportionale, adica multimea lun-
gimimilor benzilor este in raport de direct proportionalitate
cu multimea frecventelor absolute corespunzatoare.

Nota la testul initial
reprezentare prin bare orizontale

funy
o

nota

O WA UV N 0O

v

2 4 6 8

numarul de elevi

In unele studii, frecventa absoluta a valorilor nu ofera o imagine clara asupra fenomenului. Atunci, este
avantajos sa cunoastem ponderea unei valoriin raport cu efectivul total al populatiei studiate.

Raportul dintre frecventa ab- Exemple: 1

: A .3
solutd a unei valori si efectivul In,,Nota la testul initial’, valoarea 6 are frecventa relativa Y =0,125,
populatiei statistice se numeste .6 1
y L . . iar valoarea 8 are frecventa relativa — =—=0,25.
frecventd relativd a acestei valori. 24 4
Frecventa relativa este, de regula, exprimata printr-un raport procentual, ceea ce permite realizarea de inter-
pretari comparative ale comportamentului valorilor variabilei.

Exemplu. Tn aplicatia de mai sus, nota 4 are frecventa 1, iar efectivul clasei este 24. Frecventa relativa a notei 4
1
este —=4,1(6)%.
24
in mod analog, obtinem frecventele celorlalte note: 8,(3)%, 12,5%, 20,8(3)%, 25%, 8,(3)%,

Pentru reprezentarea prin diagrame, folosind rapoarte procentuale, se pot face aproximari ale fractiilor zeci-
male la intregi, avand grija ca suma totala sa fie o suta de procente, deci un intreg.

Nota 4 5 6 7 8 9 10

Frecventa relativa exprimata prin raport
procentual

4% 8% 13% | 21% | 25% | 21% 8%

Diagrama circulara ne ofera posibilitatea de a interpreta procentual frecventele valorilor.
Diagrama circulara este un disc divizat in sectoare de cerc.
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Masurile arcelor de cerc corespunzatoare frecventelor sunt direct proportionale cu
frecventele si se determina folosind regula de trei simpld.

Stim cd masura cercului este 360°, iar suma masurilor arcelor corespunzitoare A
unghiurilor in jurul unui punct este egala cu masura cercului. De exemplu: 6 elevi :
din cei 24 au obtinut nota 8 la test.
Deci, 24 elevi....cccoeveviviiiiiininininan.. 360°
6elevi....cooooeieviiiiiiiiiiii, X°

. -360° . . . o .
Obtinem x = =907, care reprezintd 25% din 360°, la fel cum 6 elevi repre-

> 24 H4 m5 H6 N7 H8 N9 H10

zinta 25% din 24 elevi.

Tehnica moderna ofera posibilitatea realizarii diagramelor si a graficelor cu ajutorul unor softuri specializate.
Consultati manualul digital pentru a invata modul in care se realizeaza diagrame sau grafice, folosind Excel
sau Microsoft Word.

o . . .
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
*-@

1. La un centru de invatare a limbilor strdine s-au 3. In fiecare an, echipa cu care participd Romania

inscris 100 de tineri. Acestia invata una din limbile: la Olimpiada Internationala de Matematica este

engleza, franceza, germana. formata din sase elevi, fiecare elev avand posibili-

Copiati pe caiete si completati tabelul urmator cu tatea sa obtina, in functie de punctaj, medalie de

numarul fetelor si numarul baietilor care studiaza aur, medalie de argint sau medalie de bronz.

fiecare limba strdina. Potrivit site-ului oficial al IMO, in ultimii cinci ani,

Engleza |Franceza | Germana | Total componentii lotului Romaniei au obtinut meda-

Numar fete 32 53 lii, dupa cum rezulta din tabelul de mai jos.
Numar bdieti 8 47 a) Determinati numerele x, y, z, pentru ca tabelul
Total 64 17 100 sa fie complet.

b) Calculati numarul total de medalii de fiecare
fel obtinute de echipa Romaniei in ultimii
cinci ani.

c) Exprimati in procente, pentru fiecare an, nu-

2. In blocul 1, de pe strada Bunavointei, locuiesc
30 de familii. Fiecare familie are cel mult 4 copii,
dupa cum rezulta din tabelul de date alaturat.

Nr copii 0 1 2 3 4 marul medaliilor de aur, raportat la totalul de
Nr familii 5 9 8 6 2 medalii obtinute in acel an.
a) Identificati variabila setului de date si valorile d) Aproximati procentele la intregi, apoi alcatuiti
acesteia. o diagrama circulara cu rezultatele obtinute la
b) Determinati numarul copiilor care locuiesc in subpunctul ¢), folosind un soft matematic.
acest bloc.
c) Ildentificati frecventa valorii 2 in setul de date I I aur argint | bronz | total
(numarul de familii care au doi copii). Anul
d) Precizati valoarea care are cea mai mare 2022 2 4 0 6
:recvent? si valoarea care are cea mai mica 2021 0 X ) 5
recventa.
e) Calculati cate familii au cel putin 2 copii. Expri- 2020 y 2 3 6
mati rezultatul printr-un raport procentual. 2019 1 2 3 6
f) Calculati cate familii au cel mult un copil. Ex- 2018 1 1 7 4

primati rezultatul printr-un raport procentual.
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4. Diagrama urmatoare prezinta, in procente, componenta
bibliotecii unei scoli.
Se stie ca numarul culegerilor de probleme este 240.

Biblioteca scolii mAlbume

R < _— Literatura
a) Determinati procentul reprezentat de numarul de dictio- scolar3
nare din biblioteca. R
] ; L o . mDictionare
b) Calculati numarul total al cartilor din biblioteca.
c) Folosind diagrama, calculati numarul cartilor de fiecare m Culegeri de
fel, apoi completati tabelul urmator. probleme
Felul cartii Culegeri de probleme Literatura scolara Albume Dictionare

Nr. de carti

d) Folosind datele din tabel, alcatuiti o diagrama cu bare verticale folosind Excel sau Microsoft word.

Minitest

Pentru desemnarea liderului de grup pentru o actiune de voluntariat, au votat toti membrii grupului si au can-
didat patru elevi: Matei a obtinut 30% din voturi, Rares a obtinut 25% din voturi, Emil a obtinut 20% din voturi,
iar Claudiu a obtinut restul, de 10 voturi. Va fi liderul grupului cel care obtine mai multe voturi.

25p a) Calculati procentul de voturi obtinute de Claudiu, stiind ca nu au fost voturi anulate.

25p b) Precizati, argumentat, cine va fi desemnat liderul grupului.

20p c) Calculati numarul de voturi obtinute de fiecare candidat.

20p d) Realizati tabelul frecventelor seriei statistice liderul de grup’, pe baza rezultatelor obtinute la
subpunctul b).

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.

&M Probabilitati adh

Matei si Miruna au invitat mai multi prieteni la ei. Isi pregatesc jocurile pe care vor sa le joace impreuna.
Miruna: — Cine incepe jocul?

Matei: — Cel care obtine zarul cel mai mare.

Se apropie si fratele lor mai mic, Mihnea, strigand:
- Eu am zarul cel mai mare.

Miruna si Matei: — Ha, Ha! Ce dragut!

Miruna: - Nu asa, trebuie sa arunci zarul pe masa si sa
obtii puncte mai multe decat ceilalti jucatori.

a) Decideti daca regula conform careia jocul este inceput de jucatorul care obtine cel mai bun punctaj la
aruncarea zarului este in avantajul vreunui jucator.

b) Descrieti o situatie in care ati folosit o modalitate de a alege facand apel la hazard (intamplare). De exem-
plu: aruncarea monedei, alegerea, cu ochii inchisi, a unei persoane sau a unui obiect, Ala-Bala-Portocala-...
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& e @ A
%fa Descoperim, intelegem, exemplificam

Consideram urmatoarele situatii practice:

1.

Un zar cu fetele numerotate de la 1 la 6 se arunca pe o su-
prafata orizontald. Aruncarea are ca rezultat aparitia unei sin-
gure fete in pozitie orizontalg, fiind vizibil numarul inscris pe
aceasta fata.

Intr-o urna sunt 4 bile verzi, 3 bile roz, 2 bile albastre si 1 bila
rosie. Acestea difera doar prin culoare. Extragerea unei bile,
fara a o privi, conduce la obtinerea unei bile care are una din-
tre cele 4 culori.

O moneda are doua fete diferite. Aruncarea monedei pe o su-
prafata orizontala are ca rezultat afisarea exact a uneia dintre

cele doua fete.

Fiecare dintre situatiile descrise mai sus se 1. Experiment: Aruncarea zarului;

poate repeta ori de cate ori dorim, in aceleasi Fyenimente: A : Se obtine fata 1; A: Se obtine fata 2;...
conditii. A Se obtine fata 6. B,: Se obtine un numar par; B,: Se obtine
Acestea se numesc experimente aleatoare. un numadr impar. B_: Se obtine un numar mai mic decat 7;

Fiecare repetare a experimentului se nu- B,:Se obtine numarul 7.

meste probd.

2. Experiment: Extragerea unei bile din urna cu 4 bile verzi,

In legdtura cu un experiment se pot formula 3 bile roz, 2 bile albastre si 1 bila rosie.

mai multe evenimente.

Evenimente: A: Se obtine o bila rosie; B: Se obtine o bila roz;

C: Se obtine o bila verde sau roz; D: Se obtine o bila albastra.

in exemplele de mai sus, observam ca unele evenimente se realizeazd intotdeauna (B,), altele nu se realizeazd

niciodatd (B,), iar altele se pot realiza saunu (A, .

Un eveniment care se realizeaza la fiecare re-
petare a experimentului se numeste eveniment
sigur.

Un eveniment care nu se realizeaza niciodata
se numeste eveniment imposibil.

Un eveniment care nu este nici sigur, nici impo-
sibil, se numeste eveniment aleator. Realizarea
acestuia este supusa hazardului.

S-a constatat ca la un numadr suficient de mare
de probe, raportul intre numarul de realizari ale
unui eveniment si cel al numarului de probe
este aproximativ egal cu raportul dintre numa-
rul cazurilor favorabile si cel al cazurilor posibile.

...B,A,B,C,D).

Exemplu: La aruncarea zarului se obtine un numar natural
cel putin egal cu 1 si cel mult egal cu 6.

Exemplu: La aruncarea zarului se obtine un numar natural
multiplu al numarului 7.

Exemple: 1. La aruncarea zarului se obtine fata 4.
2. La aruncarea zarului se obtine un numar impar.

Exemplu: La o aruncare a zarului, sunt posibile 6 situatii: fata
1, fata 2, fata 3, fata 4, fata 5, fata 6.

Acestea sunt cazurile posibile ale acestui experiment.
Fetele 1, 3, 5 sunt cazurile favorabile evenimentului B,.

Fata 6 este singurul caz favorabil pentru evenimentul A,.

Frecventa de realizare a unui eveniment este caracterizata de raportul intre numdrul cazurilor favorabile eveni-
mentului si numdrul cazurilor posibile ale experimentului. Acest raport se numeste probabilitatea de realizare a

evenimentului sau probabilitatea evenimentului.
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Exemplu. Intr-o cutie sunt 10 bile albe si 5 bile negre. Se extrage o
bila. Consideram evenimentele: A: Se extrage o bila alba; B: Se ex-
trage o bila neagra; C: Se extrage o bila alba sau neagra.

Numarul cazurilor posibile este numarul total al bilelor din cutie,
deci 15.

Sunt 10 cazuri (bile) favorabile evenimentului A, 5 cazuri favorabile

Probabilitatea de realizare a eveni-
mentului M, notata P(M) este raportul
dintre numarul n, al cazurilor favorabile
realizarii evenimentului M si numarul n
al cazurilor posibile ale experimentului.

numarul cazurilor favorabile

P(M) = evenimentului B si 15 cazuri favorabile evenimentului C. Prin urmare,
numarul cazurilor posibile 10 2 5 1 15
Py =" 15 3 15 15

n

Se constata usor c4d, in orice experiment, numarul cazurilor favorabile unui eveniment al experimentului este
un numar natural cel mult egal cu numarul cazurilor posibile. P(M) > 0, P(M) < 1, oricare ar fi M eveniment.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Exemplul 1. Aruncarea monedei

Evenimentul A: Apare banul.  B: Apare stema. C: Apar si banul si D: Apare banul sau
stemain acelasi timp. apare stema.
Nr. cazurilor
favorabile ! ! 0 2
1 1 0 2
Probabilitatea - =05 — =05 —=0 —=1
2 2 2 2

Exemplul 2. Extragerea unei bile dintr-o urna cu 4 bile verzi, 3 bile roz, 2 bile albastre si 1 bila rosie

Evenimentul  A:Extrage B: Extrage C: Extrage D: Extrage E. Extrage F. Extrage bila
bila verde. bila roz. bila albastra.  bila rosie. bila alba. verde sau rosie.
Nr. cazurilor 4 3 2 1 0 44145
favorabile
Probabilitatea | 4 _ 0,4 3 _ 0,3 2 _ 0,2 d 0,1 o _ 0 o 0,5
10 10 10 10 10 10
iﬁ:%:)' Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
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. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti

propozitii adevarate.

a) Probabilitatea ca la aruncarea unui zar sa apa-
ra cifra 6 este ... .

b) Probabilitatea ca la aruncarea unui zar sa apa-
ra o cifra mai mare decat 3 este ... .

c) Probabilitatea ca la aruncarea a doua zaruri
suma numerelor apdrute sa fie mai mare de-
cat9este....

Maria scrie pe tabla un numar natural nenul mai

mic decat 30.

a) Calculati probabilitatea ca numarul scris sa fie
divizibil cu 3.

b) Calculati probabilitatea ca numarul scris sa fie
divizibil cu 5.

Dintr-o urndin care se afla 12 bile albe, 15 bile rosii

si 18 bile negre se extrage o bila. Calculati proba-

bilitatea realizdrii urmatoarelor evenimente:

a) bila extrasa este rosie;

b) bila extrasa nu este neagra;

c) bila extrasa este alba sau neagra.

O urna contine bile, numerotate cu 3, 6, 9, 12,
..., 93. Calculati probabilitatea ca extragand o
bila la intamplare, pe ea sa fie scris un numar:

a) mai mic decat 50; c) par;

b) patrat perfect; d) impar.



5. Pe cartonase sunt scrise numerele 5'°, 85, 16%,64, 6. Intr-un cos sunt 10 mere, 15 pere si 3 portocale.

45,15, 125. Calculati probabilitatea ca alegand un Mama fi ofera lui Mihai un fruct din acest cos.
cartonas la intamplare pe acesta sa fie scris un Calculati probabilitatea ca:
numar: a) fructul oferit sa fie mar;
a) par; c) patrat perfect; b) fructul oferit sa fie par3;
b) impar; d) cub perfect. c) fructul oferit sa fie portocala.
- o
EVALUARE SUMATIVA v

I. Alegeti varianta corectd de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.

5pl1.

5p|2.

5p|3.

5p|l4.

5p|5.

5p|6.

Raportul lungimilor 0,4 dm si 12 cm este:

A.l B.l; C.l; D.l.
8 3 2 4
Daca % =5 siy =2, atunci x este egal cu:
A.2,5; B.7; C.10; D. 3.
Numarul x din proportia g =§ este:
A. 14; B.12; C.18; D. 21.
Calculand 4% din 40 se obtine:
A.16; B.8; C.0,8; D. 1,6.
Sase stilouri costd 162 lei. Numarul stilourilor de acelasi fel care se pot cumpara cu 54 lei este:
A.1; B. 2; C.3; D. 4.
Distanta dintre doua orase este 650 km. Pe o harta cu scara 1:2000000, distanta dintre orase va fi:
A.130 cm; B.65cm; C.32,5cm; D.37,5cm.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

10p 1.

10p

2.
10p
10p

10p
10p

a) Cantitatea de 240 kg faina este impartita in parti direct proportionale cu numerele 5, 9,
respectiv 10. Determinati cea mai mica dintre cantitatile obtinute.

b) intr-o urna sunt bile numerotate de la 1 la 20. Calculati probabilitatea ca extragand o bil3, la
intamplare, pe aceasta sa fie scris un numar divizor al lui 30.

Pretul initial al unui obiect este 700 lei, iar dupa o scumpire, acesta costd 784 lei.

a) Calculati cu cat la suta s-a majorat pretul produsului.

b) Precizati daca la o reducere a noului pret cu 12%, pretul obtinut este mai mare sau mai mic
decat pretul initial.

1 1
Numerele a si b sunt invers proportionale cu —, respectiv —.
a) Aratatica b=2-a 2 4
b) Stiind can=a+2-bsi m=3-a+ b, calculati valoarea raportului

o

n+m

Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
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3. MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

3.1. Multimea numerelor intregi. Reprezentare pe axa numerelor.
Comparare si ordonare

Multimea numerelor intregi. Reprezentarea numerelor intregi pe axa numerelor
‘!fgii Ne amintim

In multe situatii concrete, pornind de la un reper, sensul de parcurgere a valorilor unor marimi fizice nu este
neaparat cel pozitiv, prin urmare, aceste valori nu pot fi exprimate prin numere naturale. S-a impus, astfel,

Competente specifice: 1.3; 2.3; 3.3; 4.3; 5.3; 6.3

aparitia unor numere numite numere negative.
Comentariu interdisciplinar

Temperatura este o marime fizica care poate fi ma-
suratd punand in corespondenta cate o valoare
numerica fiecarei stari de incalzire a corpurilor.
Cunoasterea si reglarea temperaturii ambientale
sau a temperaturii din anumite medii sunt foarte
importante pentru confort sau pentru crearea
unor conditii prielnice activitatii desfasurate.

Termometrul este un dispozitiv cu ajutorul caruia
putem masura temperatura aerului, temperatura
apei, temperatura corpului, temperatura altor
medii.

Unitatea de masura pe care o folosim, de regula,
este gradul Celsius (°C).

Corpul termometrului poate folosi mercur, alcool,

azot, hidrogen, toate acestea avand proprietatea
de a-si schimba volumul direct proportional cu
temperatura.

Valoarea 0 °C indicd punctul de inghet al apei, adicd nivelul la care se afla mercurul in momentul in care apa ingheata.
Valoarea 100 °C indica punctul de fierbere a apei, adica nivelul la care se afla mercurul in momentul in care apa pura
fierbe. Aceasta valoare este intalnita doar pe termometrele folosite in laboratoare speciale.

Cand mercurul coboara sub nivelul 0, atunci termometrul indica temperaturi negative: -1, -2, -3, ... (minus 1, minus 2,
minus 3, ...). Cu cat coboara mai mult, cu atat temperatura este mai mica.

Stiati ca...?

Satelitii meteorologici si satelitii de comunicare sunt plasati pe orbite geostati-
onare, la o indltime de aproximativ 36 000 km.

Exista mini submarine pentru turism, care coboara pana la -200 de metri, adica la
0 adancime de 200 de metri.

Existd viatd in mari si oceane sila—2000 de metri, adicd la 2000 de metri adancime.
Altitudinea este inaltimea la care se afld un punct de pe suprafata Pamantului in
raport cu un nivel de referinta, de reguld, nivelul mdrii, corespunzator valorii 0.
Punctul situat pe teritoriul Romaniei la cea mai mare altitudine este varful muntos
Moldoveanu (2544 m).

Punctul situat pe suprafata Pdmantului la cea mai mica altitudine este in Oceanul
Pacific, Groapa Marianelor (=11 022 m).

@ R —
Ej@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Consideram axa numerelor, cu originea O(0)
si cu unitatea de masura u, pe care am stabilit
sensul pozitiv, de la stanga la dreapta.

Matematica -
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Fiecare numadr natural nenul n se reprezinta pe axa prin punctul M(n), situat la exact n unitati de masura de

origine, in dreapta acesteia.

Numarul natural n se va nota + n si se va numi numdr intreg pozitiv.

Punctul M’, simetricul punctului M(n) fata de O, este situat la exact n unitati de masura de origine, dar in stanga

ei. Numarul corespunzator punctului M’ se noteaza - n si se numeste opusul numdrului n.

Numarul — n este numdr intreg negativ.Vom spune ca M’ are coordonata —n si scriem M‘(-n).
In acest fel, multimea numerelor naturale nenule se identifici cu multimea numerelor intregi pozitive care se
noteaza cu Z , iar multimea formatd cu opusele tuturor numerelor naturale nenule se numeste multimea
numerelor intregi negative si se noteaza cu Z .

Prinurmare, Z = {+1, +2, +3, ..., +n, +(n+1), ...} ={1, 2,3, ..., n, (n + 1), ...} = N".
Z ={....-(n+1),-n,...,-3,-2,- 1}
Multimea formata cu toate numerele intregi pozitive, toate numerele intregi negative, la care se adauga

numdrul 0, se numeste multimea numerelor intregi si se noteaza cu Z.
Prinurmare,Z=7 Uz U{0}={...,-(n+1),-n,...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ..., n, (n + 1), ...}

Observatii. Numarul 0 nu este nici pozitiv nici negativ. Consideram +0=-0=0.N c Z siN'= Z .

In practica, numerele pozitive se folosesc adesea fara semn, adica + 1 se scrie 1, + 2 se scrie 2 si asa mai departe.
Cand vorbim de un numar intreg g, acesta poate fi pozitiv si scriem a > 0, poate fi negativ si scriem a < 0, sau
poate fi egal cu 0 si scriem a = 0.

Stim sa aplicam, identificim conexiuni o

Exemple. u
In imaginea aldturatd, pe axa numerelor, sunt
reprezentate mai multe numere intregi.

137191234
DCBAOABCD

Doud puncte situate pe axa, simetric fata de Puncte simetrice fatd de origine: | Numere intregi opuse:

originea acesteia, au coordonatele numere in- A(1) si A'(-1); B(2) si B'(-2); 1si-1;25si-2;
tregi opuse. C(3) si C'(-3); D(4) si D'(-4). 3si-3;45si-4.
Daca a este numar intreg nenul, numerele -1 este opusullui1si1 este opusul lui -1;
intregi a si —a sunt opuse. -2 este opusul lui 2 si 2 este opusul lui -2;
Numarul a este opusul numarului —a, iar -3 este opusul lui 3 si 3 este opusul lui -3;
numarul —a este opusul numarului a. -4 este opusul lui 4 si 4 este opusul lui -4.

Observatie. Opusul numarului intreg 0 este 0 insusi.
Opusul numarului intreg a se noteaza -a.
Daca a este pozitiv, atunci —a este negativ, iar daca a este negativ, atunci —a este numar pozitiv.

')
)

y®J Exersiam, ne antrendm, ne dezvoltim
@

0’0’0“

1. Completati in caseta liberda A, daca propozitia 2. Se considerd multimea

este adevarata si F, daca propozitia este falsa. y :{2; _a i; 0; —25; +25: 6,(2); E}
Propozitia A/F Propozitia A/F 2 4
-13eZ 275€Z a) Scrieti multimea formata cu numerele intregi
7¢7 ~4:0; 11} Z negative ale multimii M.
6¢N {=3:1: 43} N b) Scri.etti mul’;imea.fo.r'maté cu numerele intregi
pye 3¢ 7, pozitive ale multimii M.

c) Determinati multimeaM N Z.
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. . 2 39
3. Completati in casetele libere din tabelul urmator 5. Fie multimea A= {—1; 12, 0; +2; -3%; 4,(7); —} .
numerele intregi corespunzatoare. 3 13

- Determinati multimile:ANN,ANZ,ANZ ,A\Z.
Numarul | 5 |-2 0|55 z )

Oplesull _ 7 10| +17 a 6. a) Precizati numarul punctelor situate pe axa

numaruiul numerelor, la distanta de 4 unitati de masura

4. a) Reprezentati pe axa numerelor: —3; 1; 0; 4;—5; 3. fata de originea axei. Scrieti abscisele acestor

b) Reprezentati pe axa numerelor, alegand o uni- puncte si reprezentatl—l? pe axa numerelor,
tate de masura convenabild: —10: +20: 0: +30: folosind ca unitate de masura centimetrul.
~20:-50 b) Fie nun numar natural. Precizati numdrul punc-

c) Reprezentati pe axa numerelor, alegand o telor situate pe axa numerelor, la distanta n
unitate de masurd convenabila: —100: —200: unitati de masura fata de originea axei. Scrieti

+200; 0; +300; —400. coordonatele acestor puncte.

Minitest
1

Copiati pe caiete si completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:

10p a) Opusul numarului -7 este ... .
10p b) Distanta de la originea axei numerelor la punctul de reprezentare a numarului —23 este ... .
2.
40p a) Reprezentati pe axa numerelor punctele A, B, C, D, O de coordonate: +3, -4, +2, -1, 0.
30p b) Completati in caseta libera litera A, Propozitia AJF

daca propozitia este adevarats, si lite-

: Punctul C este situat pe segmentul AD.
ra F, daca propozitia este falsa. Py be 89

p,: Punctul B nu este situat pe semidreapta CO.

p,: Segmentele BD si AC nu au puncte comune.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Modulul unui numar intreg. Compararea si ordonarea numerelor intregi

Pentru orice numar natural nenul n, exista exact doua puncte pe axa numerelor, situate la distanta n de
origine (simetrice fata de origine): punctul A(- n) si punctul B(n).
Orice numar intreg pozitiv a se reprezintd pe axa numerelor in dreapta originii si scriem a > 0.
Orice numar intreg negativ a se reprezinta pe axa numerelor in stanga originii si scriem a < 0.
Numadrul intreg 0 se reprezinta pe axa numerelor in originea acesteia.
e

S0 Descoperim, intelegem, exemplificam

Modulul numarului intreg a sau valoarea absolutd a acestuia este distanta de la originea axei numerelor la
punctul de reprezentare a numarului a pe axa.

Modulul numarului intreg a se noteaza | a |.
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Pe axa numerelor, reprezentam punctele O(0), A(1), A'(- 1), B(a), B'(- a), cu a numar intreg pozitiv si C(b), C'(- b),
cu b numar intreg negativ.

u Atunci: | 0| = 0 (distanta de la O la el insusi este 0).
b g 10 1 a b Cum OA'=0A=1,rezultd |-1|=|1|=0A=1;
j i VIS = ' Cum OB =0B=a,rezultd |-a|=|a|=0B=agq;
¢ B A0 A c Cum OC = OC' = —b, rezult | -b| = | b| = OC = -b.

Observatii.

1.Numerele intregi a si — a au acelasi modul pentru ca sunt reprezentate pe axa la aceeasi distanta de origine.

2. Orice distanta este exprimata printr-un numar pozitiv sau este 0, deci modulul oricarui numar intreg este
un numar pozitiv sau este 0.

Concluzii.  1.|x| >0, oricare arfix €Z" si | x| = 0, daca si numai daca x = 0.
2.| x| =x, dacd si numai dacd x > 0 si | x | = -x, dacd si numai dacd x < 0.
3.|-x|=|x| oricarearfix eZ.

Pentru orice doua numere intregi a si b, are loc una si numai una dintre relatiile:a < b,a=b, a > b.
A compara numerele intregi a si b inseamna a stabili care dintre cele trei relatii de mai sus are loc.

Daca a €Z sibeZ si daca reprezentarea pe axa a numarului a este punctul A, iar reprezentarea numarului b
este punctul B, atunci: a < b daca si numai daca punctul A(a) este situat in stanga punctului B(b).

a = b daca si numai daca punctele A(a) si B(b) coincid.

a > b daca si numai daca puntul A(a) este situat in dreapta punctului B(b).

Pentru a si b nenule cu a < b sunt posibile situatiile: HH
Reprezentare pe axd Descriere Concluzie
0(0) este situat in stanga lui A(a), deci | ¢ €L, <aelsia>0.
0 a 0 este mai mic decat a. 12310112
0 A Scriem 0 < asau a> 0. A
1>0;2>0;3>0;10>0;11>0.
A(a) este situatin stanga lui O(0), deci | g eZ < acZ sia<O.
? 0 a este mai mic decat 0. T3 10 Z
A O Scriema <0sau 0> a. TTaT TN e A
-1<0;,-2<0;-3<0;-10<0.
Dacaa €Z, sibeZ , atunci:
0 a b a>0,b>0. a<bdacdsinumaidacd|a|<|b]|.
S5 A 5 OA < OB, deci|a|<|b]. :
A(a) este in stanga lui B(b), decia < b. 30€Z, 5147 € Z,
30<47si|30]<|47].
Dacaa €Z si beZ, atunci:
a b 0 a<0,b<0. _ a < bdaca sinumaidaca|a|>|b]|.
A B O‘ > | OA>OB,deci|a|>]|b]|. :
A(a) este in stanga lui B(b), decia< b.| 30 € Z_si-47 € L.
-47 <-305si|-47|>|-30].
Dacaa €Z _sibeZ ,atuncia <b.
Orice numar negativ este mai mic
g 9 b a<0,b>0. decat orice numar pozitiv.
A O B A(a) este in stanga lui B(b), decia < b.
-30€Z si47<Z, rezulta -30 < 47
-47€_si 30 €Z, rezulta -47 < 30.

67



Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Pentru compararea si pentru ordonarea numerelor intregi folosim frecvent una dintre relatiile,, <" sau,,>".
Pentrua €Z sib €Z, a< b daca sinumaidacaa < bsaua=b.
Au loc proprietatile:

. a<a, oricare ar fi Dacd a € Z, beZ si daca | Dacaa e Z, beZ sidacaa<bsi
Proprietatea . e . L . ’ ’
numarul intreg a. a<bsib<agatuncia=b. |b<catuncia<c.
Exemple 0<0;,-1<-1;2<2;... 3<xsix<3,rezultax=3. | -2<5si5<p, peZ, rezultd -2 <p.

Observatie. Relatiile <" si,,>" sunt tranzitive: Dacda< bsib< ¢, atuncia<c;
Dacda>bsib>c atuncia>c.
Relatiile <, >, <, > ne ajuta sa ordonam crescator sau descrescator doua sau mai multe numere intregi.

A ordona crescator doua sau mai multe numere intregi inseam- | Ordinea crescatoare a numerelor intregi
na a stabili ordinea acestora altfel incat fiecare numar sa fie | -32, 0, 20, -21, 5 este: -32,-21, 0, 5, 20
mai mic sau egal cu cel de dupa el. pentruca -32<-21<0<5<20.

A ordona descrescdtor doua sau mai multe numere intregi in- | Ordinea descrescatoare a numerelor intregi
seamna a stabili ordinea acestora astfel incat fiecare numar sa | -32, 0, 20, -21, 5 este: 20, 5, 0, =21, -32
fie mai mare sau egal cu cel de dupa el. pentruca 20>5>02>-212>-32.

.ﬁ. Retinem!

Orice numdr intreg pozitiv este mai mare decat orice numar intreg negativ si decat 0.
Orice numadr intreg negativ este mai mic decat orice numar intreg pozitiv si decat 0.
Dintre doua numere intregi pozitive, este mai mare cel care are modulul mai mare.
Dintre doua numere intregi negative, este mai mare cel care are modulul mai mic.

s
pS®Y Exersim, ne antrenim, ne dezvoltim
e-e

1. Copiati pe caiete si completati in casetele libere 4. Fie multimea M = {-7; 4; —-2; 0; —4; 100; 2; —9}.

din tabelul urmator numerele intregi corespun- Scrieti submultimile A, B, C ale multimii M, stiind

zatoare. ca:

a 5 -2 8 0| 55 -10 a) toate elementele multimii A au valoarea abso-
|a| luta cel mult egala cu 3;

b) | x| = x, oricare ar fi x element al multimii B;

2. Copiati pe caiete si completati in casetele libere . . o
) | x| =—x, oricare ar fi x element al multimii C.

din tabelul urmator numerele intregi corespun-

zatoare. 5. Scrieti pe caiet urmdtoarele perechi si subliniati
la| 5 2 8 0 55 10 in fiecare pereche numarul mai mic:

. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ a) -7si4; c) 65i-16;

I ) . b) -3,si-1; d) 0si-10.
3. Determinati numarul intreg k, in fiecare din ’ ’

situatiile: 6. Scrieti pe caiet urmatoarele perechi de numere si
a) —k=-75; d) |k|=77sike Z,; subliniati in fiecare pereche numarul mai mare:
b) —k=+19; e) |k|=0; a) —45si-6; c) —72si70;

c) |k|=10sikeZ; f) |k—2|=0. b) 304 si —403; d) —410s5i 0.
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10.

11.

Scrieti:

a) trei numere intregi mai mici decat -7;

b) patru numere intregi mai mari decat —2;

¢) cinci numere intregi cuprinse intre =14 si —4.

Completati spatiile libere cu numere intregi astfel
incat sa obtineti propozitii adevarate:

a) -6<...; e) ...<0;

b) ...>-T; f) -10>..,;

c) -10<..; g -8>..;

d ..>3 h -40«<....
Completati spatiile libere cu unul dintre
simbolurile <, =, >, pentru a obtine propozitii
adevarate:

a) -3... -9 e 7... -7;

b) —23...-17; f) 109... 1171,

o -8.. -2 g) 0...-2023;

d) -40... 3; h) Dacax e Z ,atuncix... 2.

Reprezentati pe axa numerelor:

a) patru numere intregi consecutive, cel mai mic
fiind —-10;

b) cinci numere intregi consecutive, cel mai mare
fiind 1;

¢) sase numere intregi consecutive, doua dintre
ele fiind pozitive.

Fie multimea

A={-12;6;-10;0;-3; 11;-2; 33; -9; 3}.

a) Determinati valorile numarului x, stiind ca
xeAsix<—4.

Minitest

12.

13.

14.

b) Determinati valorile numarului y, stiind ca
yeAsiy>-1.

c) Determinati valorile numarului z, stiind ca
zeAsi-3<z <4

a) Ordonati crescator numerele: -5;7;-11; 0; —6;
11;,-4;13;-8; 1.

b) Ordonati descrescator numerele:
4;,-1;,-21;8;-7;|37|;,-23;103; -18; 2.

Determinati perechile de numere intregi (x, y),

stiind ca numerele -15; -13; x; —=11; y; =7 sunt

ordonate crescator.

in tabelul urmator, sunt trecute temperaturile
minime si maxime inregistrate intr-o zi in cateva
capitale europene.

Orasul Temperatura | Temperatura
minima maxima
Atena 3°C 10°C
Bucuresti 0°C 8°C
Copenhaga -2°C 5°C
Helsinki -7°C -1°C
Londra -3°C +1°C
Madrid 4°C 11°C
Paris 1°C 6 °C

Precizati orasele in care:

a) s-ainregistrat cea mai mare temperatura;
b) s-ainregistrat cea mai mica temperatura;
c) s-auinregistrat doar temperaturi negative;
d) s-auinregistrat doar temperaturi pozitive.

v

A

1. Copiati pe caiete si completati spatiile libere pentru a obtine propozitii adevarate:
10p a) Dintre numerele —15 si 14, mai mare este numarul ....
10p b) Dintre numerele 0 si —7, mai mare este numarul ....
15p c) Ordinea crescatoare a numerelor 5, -9, 13,-10, -3, 0, —15 este: ....
10p d) Cel mai mic numar intreg x pentru care | x| <3 este ....
2. Determinati:
15p a) numarul intreg a pentru care |a|=6sia > 3;
15p b) numerele intregi b sic pentrucare |b|=5,|c|=4sib<c
15p ¢) cifra x pentru care —2x7 < —27x.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Adunarea si scaderea numerelor intregi. Proprietati

Pe baza adunarii numerelor naturale si cu ajutorul reprezentarii numerelor intregi pe axa numerelor, definim
adunarea numerelor intregi.

Problema 1.Radu si-a petrecut o parte din vacanta la munte, la bunicii lui. Este foarte frumos, in orice anotimp.
Radu a urmarit temperatura inregistrata de termometru dimineata si seara si a notat cateva observatii. Pe baza
observatiilor lui Radu, scrise mai jos, calculati temperatura inregistrata in fiecare din serile de luni pana vineri.

Observatii privind evolutia temperaturii Rezolvare
1. Luni dimineata termometrul a indicat 3 °C. Luni | 1, |ntuitiv, daca la +3 °C adaugam +2 °C obtinem
seara eramaicald cu2 C. +5°C.Scriem 43 + (+2) =+5sau3+2=5.

2, Marti dimineata termometrul a indicat -3 °C. Marti
seara era mai frig, termometrul arata cu 2 °C mai
putin.

3. Miercuri dimineata termometrul a indicat -6 °C, dar
pana seara, temperatura a crescut cu 7 °C.

4. Joi dimineata termometrul a indicat 4 °C, dar pana = 4-Dacé temperatura a scazut cu 4 °C, atunci de-

2. Intuitiv, daca la -3 °C se mai adauga -2 °C, obti-
nem -5 °C. Scriem -3 + (-2) =-5.

3. Intuitiv, daca la -6 °C se mai adduga +7 °C, obti-
nem +1 °C. Scriem =6 + (+7) = +1.

seara, temperatura a Scézut cu 4 OC' V|ne 0 OC. Scnem +4 + (—4) = 0 Sau +4 - (+4) = 0.
5. Daca la temperatura de miercuri seara adunam —-12°C, = 5.Dacd la 1 °Cadunam -12 °C, obtinem -11 °C.
obtinem temperatura inregistrata vineri seara. Scriem +1 +(-12) =-11.
LGl Descoperim, intelegem, exemplificam

b4

Pentru orice doua numere intregia si b se defineste numarul intreg unic, notat a + b, numit suma numerelor
asib.

Operatia prin care se asociaza fiecarei perechi de numere a si b suma acestora se numeste operatia de adu-
nare, iar numerele a si b se numesc termenii adunarii.

Dacaa>0sib>0,atuncia e N, b € N si aplicdm proprietatile pe care le cunoastem din clasele anterioare.

Pentru a intelege usor tehnica prin care se efectueaza operatia de adunare a numerelor intregi, sa ne ima-
ginam o plimbare pe axa numerelor in sens pozitiv atunci cand adunam un numar pozitiv si in sens negativ,
atunci cand adunam un numar negativ.

1.Fiecare termen pozitiv al | Pentru a calcula (+2) + (+3), pornim din

unei sume presupune de- | originea axei si ne deplasam spre dreapta, 0 | +g +(+3) +5
S A FRre . . ~ —
plasarea pe axa numerelor, | maiintai 2 unitati, apoi, din punctul in care O A B

spre dreapta (in sens po-|am ajuns, parcurgem inca 3 unitati spre
zitiv), cu atatea unitati de | dreapta;in total ne deplasam 5 unitatispre | +2 + (+3) = +5;
masurd cate indica modului | dreapta. | +2|+|+3|=+2+3=+5

S b=

numarului. HH +2+ (+3)=| +2 | +| 43|
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2. Fiecare termen negativ al
unei sume presupune de-
plasarea pe axa numerelor,
spre stanga (in sens nega-
tiv), cu atatea unitati de ma-
sura cate indica modulul
numarului.

.Daca suma contine si ter-
meni pozitivi si termeni
negativi, suma poate fi un
numar pozitiv sau un numar
negativ, in functie de sen-
sul in care ne deplasam mai
multe unitdti, adica in func-
tie de numarul care are mo-
dulul mai mare.

Pentru a calcula (-2) + (-3), pornim din
originea axei si ne deplasam spre stanga,
mai intai 2 unitati, apoi din punctul in care
am ajuns, parcurgem inca 3 unitati spre
stanga; in total ne deplasam 5 unitati spre
stanga.

Pentru a calcula +2 + (-3), pornim din
originea axei si ne deplasam doua unitati
spre dreapa, ajungem in punctul cores-
punzator numarului +2, iar din acest
punct, ne deplasam spre stanga 3 unitati
si ajungem 1in punctul corespunzator
numarului intreg -1.

Semnul sumei este acelasi cu semnul
termenului care are modulul mai mare.

-3 _(3+(=2) 0
B A O
(=2) +(=3) =-5; .

|-2|+|-3|=2+3=5
(-2)+(-3)=-(]-2|+]-3]
(-3)

BO([2A

C (1o [ |
(+2) + (=3)=-1;|-3|>| +2|
|-3]-|+2]|=3-2=1
(+2)+(-3)=-(]-3|-]+2)

(=2)

(+3)+(-2)=+1;|+3| > | -2|
[4+3|-]-2|=3-2=1
(+3)+(-2)=[+3|-|-2].

Sinteza
Caz a=0sib>0 a<0sib<0 a>0,b<0si|a|>b||a>0sib<0si|a|<|b]
Modulde |a+b2>0si a+b<o0si a+b>0si a+b<0si
calcul a+b=|al|+|b| a+b=-(a|+|b|) |a+b=|a|-|b] a+tb=-(b|-|a).
Interpretare
geometrica 0a ° S “0 .0 _a . Ob—a’
0 a+b a+b 0 " 0a+b ' a+bo

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Operatia de adunare a numerelor intregi pastreaza proprietatile adundrii numerelor naturale.

Adunarea este asociativa:

(@+b)+c=a+ (b+c), oricare ar fi a, b, c numere intregi.

Adunarea este comutativa:

a+ b=>b+ a, oricare ar fi a si b numere intregi.

Numarul 0 este element neutru pentru adunare, adica suma
dintre 0 si un numar intreg oarecare este numarul insusi.
a+0=0+a=a, oricare ar fi numarul intreg a.

in plus, pentru orice numar intreg a, existd numarul intreg

- a (opusul sdu) astfel incata+ (-a)=(-a) +a=0.

[(+1) + 21+ (+3) = (=1) + (+3) = +2;

1) +[(=2) + (+3)]=(+1) + (+1) = +2, deci
1) +[(-2) + (+3)] =[(+1) + (=2)] + (+3).
(=5) + (=1) ==65i (1) + (-5) = -6, deci
(=5) + (=1) =(=1) + (-5).

(+7)+0=0+ (+7)=+7.
(-9)+0=0+(-9)=-9.

)+ 7)) =-=7)+++7)=0.

Stim din clasele anterioare ca dacad a si b sunt numere naturale, a > b, atunci diferenta a — b a acestora este un

numar natural.

In multimea Z, se defineste diferenta a - b a oricaror douad numere intregi si aceasta este un numar intreg.
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Pentru oricare doua numere intregi a si b,

In limbajul simbolisticii  +3-(+7)=+3+(-7)=-4;

. . N matematice: -3-(+7)=-3+(-7)=-10;
diferenta a — b este suma dintre numarul a .
‘o us:ul numérului b a-b=a+(-b),oricare +3-(-7)=+3+(++7)=+10;
3 0P : arfia,be Z. —3-(-7)=-3+(H7)=+4.

S

@ o
°-a

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Copiati pe caiete tabelele sicompletatiin casetele

libere numerelor intregi corespunzdtoare.

a) X +3 | -4 | -5 [+12|-10|+27|-35
X+ (+5)

b) y -1
y+(9)

Efectuati adunarile:

a) -2+(-8);

b) -16 + (-9);

-12| +5 | +9 |-10/+36|-41

e) —31+ (+13);

f) 26 +(-19);

c) 42+ (+18); g) —100 + (+200);

d) (1) +(-2)+(-3); h) —50 + (+25) + (—45).
Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un
raspuns este corect.

a) Rezultatul calculului (- 35) + (— 65) este:

A. 100; B.-100; C. -30; D. 30.
b) Suma numerelor — 97 si 86 este egala cu:
A.183; B.-183; C.11; D.-11.

¢) Suma dintre cel mai mic numar intreg format
din doua cifre si 100 este:

A.1; B.-1; C.-109; D.—-199.

d) Adunand toate numerele intregi care au
valoarea absoluta cel mult 3, se obtine:

A.6; B.0; C. -6; D. —12.

Scrieti:

a) numdrul —10 ca suma a doua numere intregi
negative;

b) numarul —20 ca suma a doud numere intregi
de semne diferite;

c) numarul 0 ca suma a doua numere intregi.

Asociati fiecarei litere care indica o suma scrisa

in coloana A, cifra corespunzatoare raspunsului

corect, scris in coloana B.

A B

1. 58

a.—20+ (+74) 2. 55
b. +39 + (-93) 3. 54
c.—22 +(-33) 4, 55
d. +19 + (+36) 5. +54
e.—12+ (-34) + (+104) 6. -59
7. +59
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10.

11.

12.

Calculati numerele g, b si a + b, stiind ca
a=-1+(=11)+(111)si

b=-102 + (+203) + (-302) + (+201).
Calculati, folosind proprietatile adunarii:
a) —44 + (-38) + (38);

b) (=3) + (-25) + (-17) + (-75);

) 1+ (=2)+(+99) + (-88);

d) (—103) + (+205) + (—2023) + (—205) + (+103);
Scrieti in ordine crescatoare numerele:
n=|-35|+(-72)+|41-19|,
m=|-100 + (+67) | + (-68) + |1 + (-19)|,
p=(=5+-4)+(3)+ ...+ (+2) + (+3).

Efectuati adundrile si precizati daca numarul

S=CED+E2)+(3)+ (+H4) + ...+ (-19) + (+20) +
+ (=21) este numar pozitiv, negativ sau nul.

Copiati pe caiete tabelele si completatiin casetele
libere numerele intregi corespunzatoare.

a) X +4 | -3 |12 +20|-32 |+41|-92
X—(+8)

b) y -7 | -4 | +7 +19|-38 |+46 | 94
y—(=6)

Efectuati scaderile:

a) —7-(=3); e) 0—(+13);

b) 14— (-4); f) 0-(-29);

c) +32—(+15); g) —300 — (+300);

d) -71-(-71); h) —25—(+50) - (=75).

Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un
raspuns este corect.
a) Calculand (—15) — (—45) se obtine:

A. 100; B.-100; C. -30; D. 30.

b) Diferenta dintre numarul —79 si 44 este egala
cu:

A.123; B.-123; C. 35; D. -35.

¢) Scazand din cel mai mare numar intreg format
din doua cifre numarul 1000 se obtine:
A.901; B.—901; C.-1010; D. 1010.



13. Efectuati calculele:
a) 41-(-27)—(-18);
b) -7 -(-77)-(-777);
c) +22—(35)—(-48);
d) —10 — (-20) — (-30) + (—40);
e) 1—(-102) - [-20 + (+78)].
f) —1—(=11)—(=111).

15. Stiind ca |b — c| = 404, calculati 20> - (b — ¢).

16. a) Dacd x=—-13 — (= 35) - (+57) - (-79) si
y=-24+ (- 46) — (- 68) + (-80),
calculatix —y.
b) Dacaz=-11—(-33) — (+55) si
t=—-77 + (- 999), calculati —13579 —z - t.

14. Completati spatiile libere cu numere intregi asa 17 Calculati:

incat sa obtineti egalitati.
a) -10—...=-20; c ...—(-20)=-8;

b) +25-...=-2; d) 203 - ... =-203;

Minitest

8x5p | 1. Efectuati:

a) (-33) + (+22);

b) (+57) + (-100) + (+23);
c) |-64|+]|+46|+(-101);
d) 17 +(=71) + (+39).

a) 64+ (-45)—-(-27); d) 52-[47-(-85)];
b) —38—(+63)—(-100); e) —1-[2-(3)+4)]
o —50—(+43)+(-72); f) 7-{8+[-9-(+10).

1

e) (-5)—(=3);

f) 18— (-12);

g) |-37|-|-29 |- (+13);
h) —17 — (-27) — (+37).

2. Calculati:
15p a) suma numerelor intregi care au valoarea absoluta cel mult +2.
15p b) suma dintre cel mai mare numar intreg negativ de doua cifre distincte si opusul celui mai mic

numar natural de trei cifre distincte.

20p | 3. Numerele asi b suntintregicu|a|=5si|b|=8. Determinati cea mai mica suma a + b posibila si

cea mai mica diferenta a — b posibila.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

inmultirea numerelor intregi. Proprietati

KA e A e
% Descoperim, intelegem, exemplificam

Dictionar
Ne propunem sa intelegem operatia de inmultire a numerelor intregi. Stim @

deja sd inmultim numere naturale, deci stim sd inmultim numere intregi nene-  Nymsr nenegativ = numar care nu
gative. Prin urmare, pentru numerele intregi nenegative, operatia de inmul- este negativ; numar pozitiv sau nul;
tire pastreaza tehnica si proprietatile invatate la numere naturale. numar mai mare sau egal cu 0.

Dacaa>0sib>0,atuncia-b>0si
a-b=b+b+...+b =a+a+..+a=b-a

deaorib de b ori a

+2=2;+3=3;+6=6;+1=1;+7 = 7; deci,
(+2)-(+3)=2-3=3+3=6;
(+3)-(+2)=3-2=2+4+2+2=6;
+M-+7)=1-7=7-1=7.

0-a=a-0=0,oricare ar fi numarul nenegativa. 0-(+3)=(+3)-0=0.

Analizam separat produsul a douda numere intregi in care unul dintre numere este negativ si produsul in care

ambele numere sunt negative.
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Privind inmultirea ca pe o adunare repetata a unuia din factori, ca la inmultirea numerelor naturale,
pentru a calcula produsul (+2) - (-3), scriem (+2) - (-3) = (-3) + (-3) = -6. Dar, —6 este opusul numarului 6,

iar 6 =23, adica (+2) - (-3) = - (2-3) = (| +2| - | -3 |).
in mod analog, (+3) - (-2) = (-2) + (-2) + (-2) = -6 i | (+3) - (-2) | = +6, deci (+3) - (-2) == (| +3 | - |-2]).

Pentru produsul (-3) - (+2), pastrand comutativitatea inmultirii, avem (-3) - (+2) = (+2) - (-3) = -6. In mod

analog, (-2) - (+3) = (+3) - (-2) =-6.

Daca unul din factori este negativ, iar celdlalt este pozitiv, atunci produsul este un numdr negativ.

Ne propunem sa calculam produsul a doua numere negative, de exemplu (-2) - (-3).

In contextul observatiilor de mai sus, oricare ar fi numdrul intreg a, opusul séu —a se poate scrie —a=(-1) -a

sau—a=a-(-1).
Obtinem (-2) - (-3) =(-2) - (+3) - (-1) = ((-2) - (+3)) : (1) = (-6) - (1) = +6.
Atunci, (-2) - (-3)=|-2]|-| -3 | =+6.

Daca ambii factori sunt negativi, atunci produsul este un numadr pozitiv.

Dacaa>0sib<0,atuncia-b<0,

a-b=b+b+..+b=(-a)+(-a)+..+(-a)=(-b) - (-a) si (-12)- (+2) =—(-12]|- | +2|) =-(12-2) = -24.
deaori b de —b ori —a (+12)-(-2) Z—(| +12 | . | —2|) =—(12-2)=-24.

a-b=—(al-|b).

0-a=a-0=0,oricare ar fi numarul intreg a. 0-(+3)=0;0-(-3)=0.

Dacaa<0sib<0,atuncia-b>0,
a-b=-[(-a)-bl=-[a- (-b)] = (-a)- (-b) si
a-b=|al-|b|

(<4) - (=7) =+( -4 || -7) =+(4-7) = 28.
(“11) - (-2) = +(-11]- |-2)) =+(11 - 2) =2

™

.ﬁ. Retinem!

Regula semnelor la inmultire

1. Produsul a doua numere pozitive este un numar pozitiv. Produsul a doua numere negative este un numar

pozitiv.
2. Produsul dintre un numar pozitiv si un numar negativ este un numar negativ.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Operatia de inmultire a numerelor intregi pastreaza toate proprietatile inmultirii numerelor naturale.

In limbajul simbolisticii

Proprietatea S Exemple
Inmultirea numerelor (@-b)-c=a-(b-c),oricarearfi| [(-2) - (+7)]:(-3) =(-14) - (-3) = +(14 - 3) = +42.
intregi este asociativd ab, cel. (=2) - [(+7) - (=3 =(=2) - (-21) = +(2 - 21) = +42.
{nmul{:rea numerelgr ) a-b=>b-a,oricare arfi (L2)-(47) = —14si (£ 7)- (L 2) = - 14.
Intregi este comutativa abel. ’
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Numarul 1 este element 1-a=a-1 =g, oricare ar fi
neutru pentru inmulti- g e Z.
rea numerelor intregi

Inmultirea numerelor . )
. ; Co Oricarearfia, b, c €Z,
intregi este distributivd

. . a-(b+c=a-b+a-c
fatd de adunare si

) a-b-c=a-b-a-c
scddere

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Scrieti pe caiete urmatoarele operatii. Fara a
efectua inmultirile, subliniati /iterele care identi-
fica inmultirile cu rezultat numar intreg negativ.
Verificati corectitudinea raspunsului efectuand

calculele.

a) —2-(-8); e) —3-(+5);
b) -6 (-9); f) 12-(-1);
c) +4-(+7); g) —100-(3);
d) (+10)-5; h) +9-(-2).

2. Scrieti pe caiete urmatoarele operatii. Fara a efectua
inmultirile, subliniati literele care identifica inmul-
tirile cu rezultat numar intreg pozitiv. Verificati
corectitudinea raspunsului efectuand calculele.

a) -3-(=7); e) —4-(+9);
b) —4-(-5); f) 12-(-1);
o) 6-(+8); g) —100 - (+2);
d) (1)-5; h) 9-(-3).

3. Efectuati inmultirile:
a) —4-(=8); e) —6-(+11);
b) -3 (-9); f) 4-(-12);
c) +2-(+10); g) —25-(+2);
d) (-5)-7; h) -50-0.

4. Scrieti:

a) doua numere intregi al caror produs este un
numadr intreg pozitiv;

b) doua numere intregi al caror produs este un
numar intreg negativ;

c) doua numere intregi al caror produs este
numarul 0;

d) trei numere intregi care au produsul —

5. Scrieti numarul -65 ca produsul a patru numere
intregi diferite. Analizati toate cazurile posibile.

+7)=H+7)-1=+7

7)=(-7)-1=-7

2)- [+7)+ (3)]=(-2)- (+4) =-(2- 4)=—8;
2)-(+7)+(=2)- (-3)=(-14) + (+6) =
-2)-[(+7) - (=3)] =(-2)- (+10) =-(2 - 10) -20;
2)- (+7) - (=2) - (-3) = (-14) - (+6) = -20.

6. Asociati fiecarei litere care indica un produs scris

in coloana A, cifra corespunzatoare raspunsului
corect, scris in coloana B.

e

A B
1. +65
a. —20- (+3) 2. -63
b. -13.(-5) 3. —60
c. 7-(-9) 4, 64
d. |-2|-(-4)-(-8) 5. -63
6. +64
7. Folosind asociativitatea si comutativitatea inmul-
tirii, efectuati:
a) —7-(=5)-(-2); d) -8-(+9)- (-5)- (-1);
b) —4-(+3):(-25); e) —2-(+19) - (-500);
c) 50 (-6)-(-2); f) 4-(-3):(-25)-0.
8. Folosind distributivitatea inmultirii fata de adu-
nare si scadere, efectuati:
a) —5-[(-10) + (-100)];
b) +8 [(+6) — (-9)];
c) —-3:-[+17 +(-12)];
d) -9-[(-8) + (=7)I.
9. Fie asi b doua numere intregi.
a) Dacda-b=-15, calculati—a- b.
b) Dacd a- b=-20, calculatia- (-3) - (-33) - b.
c) Dacda+ b=-25,calculati (-4)-a + (-4) - b.
d) Daca a—-b=-30, calculati (-5)-a—(-5) - b
10. Fie multimea Mformatad cu toate numerele intregi
x avand proprietatea —10 < x < 10. Scrieti toate
submultimile multimii M, pentru care produsul
elementelor este egal cu —10.
11. Calculati suma numerelorintregia,, a,, a,...a

.’ ]1[
stiind ca produsul lor este -1 si ca sunt cu trei mai

multe numere negative decat numere pozitive.
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Minitest

1. Efectuati inmultirile:

10p a)-7-(-12);

10p b) 13- (-9);

10p c)(-8+5)-(-2-16).

2. Calculati:

15p a)x-y+x-zstindcdax=-12siy+z=-3.
15p b) x- (y—2),stiind cdx-y=-25six-z=-41.

30p | 3. Determinati numerele g, b, c urmarind reprezentarea urmatoare si apoi efectuati produsula-b-c.

/{ 54+9F= a |

B . ~22 F | | Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.
\h 2-21} =] ¢ |

impartirea numerelor intregi cind deimpartitul este multiplu al impartitorului

Numarul natural b este divizor al numarului natural a daca exista un numar natural c astfel incata=>5b- c.

Daca q, b, c sunt numere naturale nenule, atunci egalitatilea=b-c,b=a:csic=a: b au loc simultan, adica
daca are loc una dintre ele, atunci au loc si celelalte doud. Vom spune ca cele trei relatii sunt echivalente si
scriem:Dacd a, b,c e N',atuncia=b-cb=a:c<c=a:b.

Daca b=a:csauc=a:b, atunci b este catul impartirii numarului a la numarul nenul ¢, iar c este catul impartirii
numadrului a la numarul nenul b.

Determinati numerele intregi a si b pentru care 15 = (-3) - g, respectiv-15=b - (-5).

15=3-5=(-3) - (-5), deci a = -5. De asemenea, -15 = 3 - (-5), adica b = 3. Vom scrie 15 : (-3) = -5;
-15:(-5)=+3.
Putem obtine in mod similar: 15: (-5) =-3; =15 : (-3) = +5; =15 : (+5) = -3; -15: (+3) = -5.
Observdm cd daca | b | este divizor al numadrului natural nenul | a |, atunci numarul intreg a se poate imparti la
numarul intreg nenul b, iar catul acestei impartiri este numarul intreg ¢, pentru carea=">b-c.
Daca a si b sunt ambele pozitive sau ambele negative, atunci a : b este un numar pozitiv.
Daca unul dintre numere este pozitiv si celalalt este negativ, atunci a : b este un numar negativ.
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& e @ A
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Din exemplele de mai sus si din regula semnelor pentru inmultirea numerelor intregi, deducem urmatoarele
rezultate.

Daca g, b, ¢ sunt numere intregi nenule, iar | b | si | ¢ | sunt divizori ai lui | a |, atunci au loc simultan relatiile:
a=b.-ceb=a:cec=a:b.
0:a=0;a:1=ag;a:(-1)=-a;a:a=1;a:(-a)=-1, oricare ar fi numarul intreg nenul a.

impartirea la 0 nu are sens!

Dacda>0,b>0sib|a,atuncia:beZ sia:b=|al:|b]|. (+24):(+3)=24:3=38
Dacda<0,b<0si|b|divide|al atuncia:beZ sia:b=|a|:|b]|. (-9):(-3)=1]-9|:]-3|=9:3=3
Dacda>0,b<0si|b|divide|a| atuncia:beZ sia:b=-(al:|b]). (= (2)1(3) =—(|+21]:|-3])=
Dacéda<0,b>0si|b|divide|a| atuncia:beZ_sia:b=-(a|:|b]). (-42):(+2)=-(-42|:|+2|) =
=—-(42:2)=-21.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

a) Pentru numerele intregi nenule a = 9 si b = -21, determinati numarul intreg ¢ cu proprietatea ca | c | este
divizor comun al numerelorca | a|si| b|.

b) Pentru fiecare numar intreg ¢, identificat la subpunctul a), calculatia:c;b:c;a:b+a:c;a+b;(a+b):c.

¢) Pentru valorile lui ¢, identificate la subpunctul a), probati egalitatea (a+ b) :c=a:c+ b, pe care o cunoas-
tem de la impartirea numerelor naturale.

Rezolvare.a)|a|=9siD,={1,3,9}; | b|=21siD,, ={1, 3,7, 21}. Divizorii comuni ai numerelor 9 5i 21 sunt 15i 3,

deci|c| e{1,3},adicace{-3,-1,1,3}

b) c 9:c -21:c  9:c+(-21:0) 9+ (=21) [9+(-21)]:c
-3 |-3 +7 (-3)+(7)=+4 -12 (-12):(-3)=+4
-1 -9 +21 9+ RN =+12 |-12 (-12):(-1)=+12
+1 +9 =21 (+9) + (-21)=-12 -12 (-12): (+1):—12
+3 +3 -7 +3)+(-7)=-4 -12 (-12): (+3) =

¢) Din tabel, rezulta ca pentru toate numerele intregi ¢ pentru care a: csi b: ¢ sunt numere intregi, are loc ega-
litatea(@+b):c=a:c+b:c

.ﬁ. Retinem!

Daca g, b, ¢, c# 0 sunt numere intregi astfel incat a: c si b: ¢ sunt numere intregi si a = b, atunci
a:c=b:c

Daca a, b, ¢, c# 0 sunt numere intregi astfel incat a: csi b: ¢ sunt numere intregi, atunci
(@+b):c=a:c+b:csi(a-b):c=a:c-b:c.

Dacaa, b, ¢, d, c# 0 si d+ 0 sunt numere intregi astfel incat a: c si b: d sunt numere intregi, atunci
(a-b):(c-d)=(a:0)-(b:d).
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4

pZ®3 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Scrieti pe caiete literele care identifica impartiri cu
rezultat un numdr intreg negativ, apoi efectuati

impartirile.

a) —32:(-8); e) —30:(5);

b) —27:(9); f) 12:(-1);
c) 24:(=-3); g) —18:(-6);
d) (44):4; h) 72:(-12).

Scrieti pe caiete urmatoarele operatii. Subliniati
literele care identifica impartiri cu rezultat un
numar intreg pozitiv, apoi efectuati impartirile.

a) —49:(7); e) 0:(-10);
b) —42:(-6); f) —56:(-8);
c 18:9; g) 88:(-11);
d) 200: (-4); h) —25:(-1): (-5).

Efectuati calculele:

a) -48:(-8); e) —120: (+5);
b) —63:(+9); f) 156:(-13);
<) 144:(-12); g) —108:(-9):(-2);
d) (200): (-25); h) 400:|-4]:(-2).

Calculati catul impartirii dintre:

a) numarul —1000 si opusul celui mai mare divi-
zor al numarului 25;

b) opusul numarului (=33 + 99) si numarul
(=11 -22);

c) numarul intreg nenul n si opusul lui.

- Minitest

. Efectuati impartirile:
5p a) —60:(-5);

5p b) 100: (-4);

5p c) (-432):(-6):(-9);
5p d) (-23 +58):(—2-5).

5.

Asociati fiecarei litere corespunzatoare calculului
din prima coloana, numarul care reprezinta rezul-
tatul corect, aflat in coloana a doua:

1. 63
a. —512:8 2. 60
b. 240:(-4) 3. 60
c. —900:15:(-1) 4, —64
d. -189:(-1-2) 5. -63
6. +64
Determinati:

a) numarul intreg m, stiind ca 12-m =-84;
b) numarul intreg n, stiind ca -5 - (n + 17) = +85;
c) numarulintreg p, stiind ca (p—9) - (-3 + 5) =—86.

7. Calculati:

a) —500:(-19 + 3%;
b) 108 :[-6 —(-29) - 5];
) [+47 +(-175)]:(-3-4—-4-5).

Determinati:

a) numarulintreg g, stiindcaa-b+a-c=-225si
b+c=-15;

b) numarulintreg b, stiindcaa-b—b-c=-342si
a-c=-19;

c) numarulintregc,stiindca a-c+b-c+c=-441
sila+b|=

e

-1;+1;7;-72; 96; 8; —56},

30p | 2. Alegeti perechile de numere, elemente ale multimii {9;
al caror cat este —8.
3.
20p a) Dacd a-x+a-y=-108sia=-18, calculatix+y.
20p b) Dacab-x—b-y=-11six—y=-1, calculati b.
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Puterea cu exponent numar natural a unui numar intreg nenul.
Reguli de calcul cu puteri

Pentru numerele naturale oarecare a sin cu Exemple. Puterea a doua a numarului 2 este 22=2- 2,
n > 2, produsul a-a-...-a se noteaza a” si se Puterea a treia a numarului 2 este 2°=2 -2 . 2,
hf_/ o .
de n ori a Puterea a n-aanumarului 1este 1"=1-1-1-...-1.
v . —_—
numeste puterea a n-a a numarului natural a. de noril
a' = a, oricare ar fi numarul natural g; a® =1, oricare ar fi numadrul natural nenul a.

Atentie! 0° nu are sens!
@ L e o
L 72l Descoperim, intelegem, exemplificam

FieaeZ,ne N,n>2.
Produsula - a- ... - ase noteaza a” si se numeste puterea a n-a a numarului intreg a.
de noria
in descrierea de mai sus, numarul a se numeste baza puterii, iar numarul n se numeste exponentul puterii.
Detaliem informatiile de mai sus in tabelul urmator.

a-a-a-...-a

produsul (-2)-(-2) =1)-(=1)-(=1) —
denoria

notatia (-2)? -1 a
citire -2 la puterea a doua -1 la puterea a treia ala puterea n
interpretare | puterea a douaanumadrului-2. | puterea a treia a numarului -1. | puterea a n-a a numarului a.
baza -2 -1 a
exponentul 2 3 n

Raman valabile conventiile de la numere naturale:

a' =g, oricare ar fi numarul a. a® =1, oricare ar fi numarul intreg nenul a.
0" =0, oricare ar fi numarul natural nenul n.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Am identificat reguli cu ajutorul carora putem efectua anumite calcule cu puteri. Toate acestea se pdstreaza si
pentru numerele intregi.

Denumirea regulii Regula si conditiile de aplicare
produsul a doud puteri care au aceeasi baza am-a"=am*",oricarearfiae Z" sim,n e N.
catul a doua puteri care au aceeasi baza am:a"=am " oricarearfiae Z"sim,ne N, cum=>n.
puterea unei puteri (@™"=am" oricarearfia e Z"sim,ne N.
puterea unui produs (@-b)"=am-b" oricarearfia, be Z"sime N.
puterea unui cat (@:b)"=a™":b", oricarearfia,be Z" sime N.

Ne reamintim ca 0° nu are sens. .A
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Problema rezolvata 1
a) Scrieti numarul (-3)’
putere cu baza -3.
b) Efectuati calculele [(-2) - 5™ : [(-2)° - 57] si
scrieti rezultatul ca putere cu exponentul mai
mareca 1.

c) Consideram numerele
x=(=2)"-8"siy=3%:(-3)%.

0:[(=3)%- (-3

)?]?>ca o singura

Solutie.

a) (-3)"0: [(-3)2- (-3)2=(-3)"°: [(-3)**]* =
=(=3)":[(-3) 1P =(-3)"°: (- )“—(—3)1":(—3)8:(—3)2.
b) [(-2)"2-5"]:[(-2)°- 5] =[(-2)"?: (-2)°]- (5"°:5") =
=(=2)12-9.510-7 = (=2)3. 53=[(-2) - 5]* = (-10)>.
C)X=(—) 810_(_) (23)10_ 211.2340:
—_ (211 230):_211+30:_241;

y= 34 (=3)7 = 341 ; (=32) = —341-27 = _314,
Atunci, (x-y) : (27 3%) = ((-2*") - (-3")) : (29- 3%) =
= (2473 :(29- 3%, Pentru a < 41 si b < 14, egalitatea din

Determinati numerele naturale a si b, stiind ca

41 -a 14 - b_ 5 3
(X-y): (20-3%) = 25. 3% enunt devine: 2%'-2. 3 2733

Deducem 41 -a=5si14-b=3,adicaa=36sib=11.

A compara doua numere intregi x si y inseamna a stabili care dintre relatiile x <y, x =y, x>y are loc.

Ne propunem sa comparam doud numere intregi scrise sub forma de puteri.

Deducem usor ca doua puteri care au aceeasi baza si acelasi exponent reprezinta doua numere egale.

Pentru a compara puterile a doua numere intregi este recomandat sa stabilim semnul fiecarei puteri. Daca cele
doua puteri au acelasi semn, atunci se compara mai intai modulele lor.

Daca numerele se pot scrie ca doua puteri cu acelasi exponent, sau ca doua puteri cu aceeasi baza, aplicand
tehnicile de comparare a puterilor numerelor naturale si folosind corect semnele numerelor intregi compa-
rate, obtinem urmatoarele rezultate:

n<m. 23 < 25, 710 7101
23« 33; 7100 . 8100
(-2)*< (-3)*si-2>-3
(-7)°<(-3)°si-7 <-3

23 <33si-2<3

Dacdaae Z,a>2, meNsin eN, atuncia”" < a" <

DacaaeZ,beZ sineN, atuncia”<b" < a<b.

Dacaae Z_, b e Z_sin eN, numar par, atuncia"< b"< a > b.

Dacaae Z_, b e Z_sin eN, numdrimpar, atuncia” < b"< a < b.

Dacaa € Z, b € Zsi n este impar, atuncia”" < b"< a < b. (-

Problema rezolvata 2

a | a | a | a | & | a | a @

a) Completati puteri ale numerelor -1, 1,-2, 2 in tabelul alaturat. | -1 | +1 | -1 | +1 | =T | +1 | -1 | +1
b) Pentru a negativ, stabiliti semnul puterilor cu exponent | +1 | +1 | +1 | +1 | +1 | +1 | 41 | +1
impar. -2 | +1 | -2 | +4 | -8 |+16 -32|+64
) Intuiti relatia intre (-a)"si-a",a € Z". +2 | +1 | 42 | +4 | +8 |+16 | +32 | +64

Rezolvare. b) Se observa din tabel ca toate puterile cu exponent impar ale numerelor negative sunt, de ase-
menea, numere negative. Mai mult, observam ca

FN)'=CE1P==1P=-1<0;(-1)°=(-1)=(-1)*=(-1)°=+1>0;
c) (-a)"=[(-1)-a]"= (-1)"- a". Daca n este numar par, atunci (-a)"= (+1) - a"= a", iar daca n este impar, atunci
(-a)'=(-1)-a"=-a".

Retinem!

H
N

1"=1, oricare arfin eN; (=1)"=1, oricare arfin €N, n par; (=1)"=-1, oricare ar fin N, nimpar.
Daca n este numar natural par, n # 0, atunci (-a)" = a", oricare ar fi a € Z.
Daca n este numar natural impar, atunci (-a)” = —a”, oricare ar fia € Z.
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Ba®d Exersiam, ne antrenim, ne dezvoltim
*-@

1. Scrieti ca putere cu exponent numadr natural:
a) -3-(-3); d) (-

b) 5-5-5; e) (-6)-(-6)-(-6)- (-6);
c) —10; f)7.7.7-7-7-7.

2. Calculati puterile:
a) (-2 o (-1); e) (1003
b) (-5)% d) (-8)'; f) (-3)°.

3. Copiati pe caiete, efectuati calculele necesare si

completati tabelul urmator:

2)-(-2)-(-2)-(-2)- (-2);

(-7)?%=... (-5)3=... (-3)*=
(+7)=... (+53=... (+3)*=...
(-1)y°=... (=100 =... (-2)=...
(+1)p=... 108=... (+2) =

4. Se considera urmatorul sir de puteri: (-1)3, 17,

(_2)41 091 (_3)51 231 (_5)11 (_4)01 (_6)21 (_7)31_ 82-

a) Scrieti multimea formata din termenii pozitivi

ai sirului.

b) Scrieti multimea formatd din termenii nega-

tivi ai sirului.
c) Precizati, argumentat, daca propozitia

»Sirul dat contine numere intregi care nu sunt

nici negative nici pozitive” este adevarata.

5. Calculati: (-15)", (-3)3, =2 (-13)%, =17, (-4)°, 2023".

6. a) Scrieti ca putere cu baza -2, numerele:
-2,4,-8,16,-128;

Minitest

\ 1. Calculati:

4x5p  a)2*-(-3)% b) (1) - (- ;
30p \ 2. Determinati numarul n, stiind ca are loc egalitatea: [(-7)%*: (-7)" = (-7)>.
40p \ 3. Comparati numerelea=(-8+1)": (-6 -

b) Scrieti ca putere cu baza —10, numerele 1,
—-10, +100, —1000, —10 000 000;

c) Scrieti ca putere cu exponentul 3, numerele 1,
-1,-27,-125,1000.

Copiati pe caiete tabelul si completati in spatiile

libere cate o putere astfel incat sa obtineti ega-

litati:

2%.24= .. (=3)%- (-3)*=
4= (=2)%:(=2°=...
(20T =... [(=1)*P=...
(=10)°:(-10) = (=7)°:(=7):(=7)* =
[(-9)°1°=... [(-2)*-2°]*=
8. Efectuati, folosind regulile de calcul cu puteri:
a) (2-3%; o [(-4)?* 5%
b) [2° (-3)°]%; d) [(-6)* (=7)1°.
9. Efectuati calculele:
a) (-2)*2% d) [(-3)°]*: (=3)%
b) 81-(=3):(=3)'% e) (-4)":(-4)"*-(-4);
o 5-(-59:(-125); f) (-2)*-(-2)°:(-2)".
10. Demonstrati egalitatile:
a) 66=2°-3

1)*sib=

b) (-30)°=(-2)>-(-3)*- (-5)%;
€) (-10)"=(=2)".5"=2".(=5)",

o) (-2)*- (-2)% d) (=5)": (=5)°.

(=2)°.
Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Efectuarea calculelor in care intervin adunari si scaderi, folosind proprietatile

operatiilorin Z

Consideram numerele intregi a si b si ne propunem sa intuim = a b

opusul sumei acestora. +2  +1 +3 | =2 | -1 -3 -3
In acest scop, completam si observam tabelul alaturat. -2 |+ -1 42 -1 +1 +1
in toate cele patru cazuri, opusul sumei numerelorasibeste +2 -1 +1 | =2 | +1 -1 =T
egal cu suma opuselor acestor numere. 2 21 -3 42 41 +3 +3
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Corectitudinea rezultatului oricarui calcul cu numere intregi depinde de respectarea cu strictete a proprietati-

lor operatiilor pe care urmeaza a le efectua.

Folosind definitia diferentei, proprietatile adunarii si distributivitatea inmultirii fatda de adunare, justificim
concluzia intuitd mai sus si deducem noi proprietati utile in efectuarea calculelor.

Proprietatea Justificare

Proprietatile folosite

-(@+b)=(-a)+(-b)=-a-b,|=(-1)-a+(-1)-b=
oricarearfia, b €Z. =(-a)+(-b)=-a-b.

1. -(@+b)=(-1)-(a+b)=

Opusul unui numar este produsul intre -1 si
acest numar.
Inmultirea este distributiva fata de adunare.

Opusul unei sume este egal cu suma opusilor termenilor.

Proprietatea Justificare

Proprietaditile folosite

a-(b+c)=a-b-c,oricarear
fi a, b, c numere intregi.

2. a-b+c=a+[-(b+0]=
=a+(-b-c=a+[(-b)+ (-] =
=a+(-b)+(-c)=a-b-c.

Opusul unei sume este egal cu suma opusi-
lor termenilor.
Asociativitatea adundrii numerelor intregi.

Semnul,,-"in fata parantezei, care contine o suma, schimba semnele tuturor termenilor din paranteza.

:::ﬁ} Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Calculati, eliminand parantezele:
a) 35+ (-37)— (+28);
b) — 27 — (+52) — (-68) — (+44);
<) —17-(-71)+ (-62);
d) 307 — (+82) — (—134) — (+89).
2. Fie numerele
a=-10+20-(-30+40-50) + (-60) si
b=-78+90+ (-55-77 +121).
Copiati tabelul pe caiete apoi stabiliti valoarea de
adevar a propozitiilor.

Propozitia A/F
Numarul a este numar intreg negativ.
Numarul b este numar intreg pozitiv.

Numarul —a — (-b) este numar natural.

a—(-102) > b—(-201)

3. Efectuati calculele:
a) -53+42-67+81;
b) 123 -87 +59-72-23;
c) —7—(-51+46—-32)—(-48 + 27);
d) —321 —[-93 + (-136 + 204) — (-64)].
4. Calculati sumele
a) 1-24+3-4+...+89-90;
b) 2+4+6+...+100)+(-1-3-5-...-99).

5. Calculati si ordonati crescator numerele:
a=100+[-105+(-35+79—-4)—(-35) +127],
b=[-39+(-23+9+20)—(-31+16—-87)+32] - (-71-2),
c=[(-174+29) +(-14+32-18)] — (-104 + 120).

6. Aflati numarul —x + (—y) — (— z) — 2024, stiind ca:
|x+(=23)|=0,|32-y| =23 —xsiz—3*=—(-207).

[}
Minitest o
1. Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.

20p a) Eliminand parantezele in calculul x - (y + z), obtinem:

A.x-y-z B.x-y+2z C.x+y+z D.x+y-z
20p b) Eliminand parantezele in calculul x + (- y + z) obtinem:

A.x+y-z B.x-y+2z C.x+y+z D.x-y-z
20p c) Numarul 4 - (17 - 25) este egal cu:

A.8; B.-8; C.-12; D. 12.
15p | 2. Calculatia=25-[-13 +(-5+ 11 - 17) + (-15)] si precizati daca este pozitiv, negativ sau nul.
15p | 3. Calculati —(-b + ¢), stiind ca b = —[—-(-5)] si ¢ = —{+ [-(+7)]}.
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Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Daca exercitiul contine doar operatii de acelasi ordin, acestea se efectueaza in ordinea in care sunt scrise, de
la stanga la dreapta.
Daca exercitiul are operatii de ordine diferite, dar nu contine paranteze, atunci se efectueaza operatiile de
ordin trei, apoi de ordin doi si la final, operatiile de ordinul intai, respectand ordinea de la 1, adica:
Pasul 1. Se efectueaza operatiile cu puteri si ridicarile la putere.
Pasul 2. Se efectueaza inmultirile si impartirile, folosind rezultatele de la etapa anterioara si respectand ordi-
neadela
Pasul 3. Se efectueaza adunarile si scaderile, folosind rezultatele de la etapa anterioara si respectand ordinea
dela

Observatie: Operatiile cu puteri se pot efectua in etapa pregatitoare sau pe parcursul rezolvdrii, atunci cand
dorim sa scriem unele numere intr-o forma care sa simplifice calculele.

Daca exercitiul contine si paranteze, atunci:
Pasul 1. Se efectueaza calculele din parantezele rotunde, respectand ordinea descrisad la
Pasul 2. Se transforma parantezele patrate in paranteze rotunde, acoladele se transforma in paranteze patrate.
Pasul 3. Se efectueaza calculele din noile paranteze rotunde, respectand ordinea descrisa la
Pasul 4. Se continug, in acest mod, pana cand se elimina toate parantezele, apoi se efectueaza calculele fara
paranteze.

& A O e
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Ordinea efectuarii operatiilor cu numere intregi este aceeasi ca la operatii cu numere naturale. Particularitatile
constau in efectuarea operatiilor cu numere negative.
Exercitiul 1. Efectuati calculele:3-[5-6-(4-68:4 +17)].

Etapd Calcul Redactare
Pasul 1. Efectuam inmulgirile si 4-68:4+17=4-17+17 Rezolvarea exercitiului se scrie/
impadrtirile din paranteza rotunda 3:-5-6:-(4-17+17)] se redacteaza astfel:
Pasul 2. Efectudm adundrile siscdde- [4—-17+17=4
| rile din paranteza rotundd 3-[5-6-(+4)] 3:-[5-6-(4-68:4+17)] =
2 | Pasul 2% Transformam paranteza =3:[5-6:-(4-17+17)]=
Y | dreapta in paranteza rotunda 3-(5-6-4) =3:(5-6-4)=
[...1—>(..) =3-(5-24)=
Pasul 3. Efectuam calculeledinnoua |5-6-4=5-24=-19 =3-(-19)=
paranteza rotunda 3-(-19) =-57.
Pasul 4. Efectuam calculele 3-(-19) =-57.
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Exercitiul 2. Efectuati calculul: 3 - 5* — 42— 517 - 20.
Etapd Calcul Redactare
N Pasul 1. Efectuam operatiile cu puteri 53=125;4°=16;51"=51. 3:53-42-51".20=
S | Pasul 2. Efectudm inmultirile siimpartirile, | 3-125-16-51-20= =3-125-16-51-20=
& | apoi adunérile si scaderile, folosind rezul- | = 375 - 16 - 1020 = =375-16-1020=
tatele obtinute. =359-1020=-661. =359-1020=
=-661.
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Operatiile cu puteri se pot efectua in etapa
pregatitoare sau pe parcursul rezolvdrii, atunci
cand dorim sa scriem unele numere intr-o
forma care sa simplifice calculele.

Exemplu.
[(—4)6:2""—2]8—-372+31-37=(2"2:2""-2)8-372+31-37 =
=(2-2)%¥-372+31-37=37-(-37+31)=37 - (-6) = -222.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Alegeti varianta corectd de raspuns. Doar un 6. Pentrua=-4sib=|-2]|, calculati
raspuns este corect. A=(-a)’+b*-a*- (-b)’.
a) Suma dintre —100 si produsul numerelor =3 si 7. Se considera numerele:
—33 este: m=|-888:(-4) -84 |:(-23),
A‘1f B —1;A A cl_.3f. D. 3. n=-14+3-[-2-(19-23)-10],
b) Diferenta dlptre catul impartirii p=17-(-4) - (=6) — (-3)
196:(=7) si — 30 este: Copiati pe caiete, efectuati calculele, apoi comple-
A.3; B.-3 2 i D. -2. tati in caseta liberd litera A, daca propozitia este
¢) Suma dintre cel mai mic numar intreg de adevarata si litera F, daca propozitia este falsa.
forma —ab si cubul numarului 5 este: -
A. 26; B. -27; C. 27; D. -26. Propozitia A/F
2. Calculati: Numarul m este un numar intreg negativ.
a) -29 _|_ (15— 36 + 79) — 144: Numarul n este un numar intreg nenegativ.
b) -32 - [- 60 + (- 35 + 77) - 83]; Numarul p este opusul numarului n.
c) 45-|-7+5|+|-16+33-25]|. Rezultatul calcululuim - (n+p + 1) este 6.
3. Efectuati calculele: 8. Efectuati calculele:
a) 1+2-(-3); a) (-11)-[(-3)*+ (-2)* + (-4032) : (-84)];
b)-4-5-(-6); b) (-2)2:(-2)®-3-{-2-2-[(-3)": (-3)° - 14)]};
c 7+8-(-9)+(-100% Q) (7P =7 (7)1 + (27- 7% : (-25-7);
d) -350:(-14)+5-(-3); d) -4-4-[(-3)°:81-2]+(-8)": (-8)%
e) -4-[-10+(-3)7] - (=23 +2%); e) (=1)*-(=5)*- (-2~ (-3)°- (2)*: (-6)°.
f) 512:(4P - (7= 1) - (1" 9. Demonstrati ca numarul
4. Formulati cate un exercitiu de calcul al carui x=(=3)?-9%(-3)” = (=5) - (=5)*: (=125) + 1 este
rezultat sa fie =10 si care sa contina: cubul unui numar intreg.
a) oadunare; 10. Fie numerele a = -1 + (<12 + (-1)* + 4 - (-1),
b) o adunare si o scadere; b=-22+(=2)°:64 - (-5)°si
c) oadunare,oscadere, o inmultire sioimpartire. c=1[(=2)* (=3)] : [(-2)?- (_’3)3] + (=7)*: (-49).
5. Fiea=2-{-1+[(-2)°-(-2)*: (-2)°1: (-3) - (=1)} + 3. a) Scrieti cele trei numere in ordine crescatoare.

a) Calculati numarul a.
b) Determinati numerele intregi b pentru care
b*<a<b.

Minitest

b) Precizati daca propozitia p: ,a®> + b* + ¢ < 0"
este adevarata sau este falsa.

o0

v

Alegeti litera care indica varianta corecta de raspuns; doar un raspuns este corect.

20p | 1. Rezultatul calculului5-(-2) +4:(-1) + 3 este:

A.11; B.-11; C.18; D.-18.
30p | 2. Numarul cu 14 mai mare decat (-132): [23+ (-7) - 4 - (3 - 11)] este egal cu:

A.19; B. 20; C. 100; D. 25.
40p 3. Dupa efectuarea calculelor (-18 + 21)3 - [-63 : (-9) — (-2)*]?: (-243), rezultatul este:

A.8; B.-8§; C.-9; D. 12.

Nota:

Timp de lucru 20 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Ecuatii in multimea numerelor intregi

Doua numere intregi x si y sunt egale daca si numai daca sunt reprezentate pe axa numerelor in puncte
identice. Vom scriex =y.
Relatia de egalitate, pe multimea numerelor intregi, are proprietatile:

a) este reflexivd: Orice numar intreg este egal cu el insusi, adica x = x, oricare ar fi x, numar intreg.

b) este simetricd: Daca x=y ,atunci y=x.

c) este tranzitivd: Daca x=y siy=z,atunci x=z.
In algebrd, se foloseste relatia de egalitate si pentru formularea unor enunturi cu una sau mai multe variabile
sau pentru scrierea unor ecuatii.
intr-o egalitate, expresia scrisa in partea stanga a semnului ,=" se numeste membrul sténg al egalitatii, iar
expresia scrisa in partea dreapta a semnului =" se numeste membrul drept al egalitatii.

Unele probleme din viata cotidiana se incadreaza perfect in modele matematice generale.

Enunt Interpretare
Felix este cu doi ani mai mic decat sora | Datele problemei pot fi interpretate astfel: Notam cu
sa si cu 5 ani mai mare decat fratele sdu. x varsta lui Felix. Atunci, sora sa are x + 2 ani, iar fratele
Impreund, cei trei frati au 21 de ani. Determinati sdu are x-5 ani.
varsta lui Felix. Impreunad, au x+ (x+2) + (x - 5) ani.

Din perspectiva interpretdrii de mai sus, avem de rezolvat problema determindrii numerelor intregi x pentru
carex+ (x+2)+(x-5)=21.
Aceasta problema se poate reformula astfel:

Rezolvati ecuatia x+ (x + 2) + (x— 5) = 21, in multimea numerelor naturale.

Folosind proprietatile adunadrii, prin metoda mersului | Revenind la problema initiald, deducem ca Felix are

invers, ecuatia devine: 8 ani.
X+X+2+x-5=21<3x-3=21|+3 Intr-adevar, dac Felix are 8 ani, atunci sora lui are
3x=241:3 8 + 2 = 10 (ani), fratele lui are 8 - 5 = 3 (ani), iar
x=8. impreuna au 8 + 10 + 3 =21 (ani).
&% Descoperim, intelegem, exemplificam

N

Problema determindrii numerelor Problema. Determinati numerele intregi din multimea
efs v o o — H 3 _

x € D, care verificd o egalitate data D =1{-5,0, 2, 5}, cu proprietatea x° = 25 - x.

se numeste ecudtie cu necunos-

cuta x, din multimea D. Reformulare.
Multimea D se mai numeste si Rezolvatiin multimea D ={-5,0, 2, 5}, ecuatia x> = 25 - x sau
domeniu al ecuatiei. Rezolvati ecuatia x* =25 - x, x €{-5, 0, 2, 5}.
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Fiecare numar x € D care verifica
ecuatia (egalitatea datd) este o so-
lutie a ecuatiei.

Arezolva ecuatia inseamna a deter-
mina multimea tuturor solutiilor

acesteia, notata, de requld, cu S. S ={5,0, +5}

Pentru fiecare element din D, verificam daca este solutie a ecuatiei.
Inlocuind in ecuatie x = -5, obtinem —125 = -125, afirmatie adevdratad.
inlocuind in ecuatie x = 0, obtinem 0 = 0, afirmatie adevdratad.
inlocuind in ecuatie x = 2, obtinem 8 = 50, afirmatie falsa.
Inlocuind in ecuatie x = 5, obtinem 125 = 125, afirmatie adevdratd.
In concluzie, numerele -5, 0, +5 sunt solutiile ecuatiei si scriem

Ecuatile 2-x=-4,x € Zsi-4-x-8=0, x € Z sunt echivalente deoa-
rece ambele au necunoscuta din multimea Z si au aceeasi multime de

Doua ecuatii sunt echivalente daca solufii: $ = -2,

au acelasi domeniu si aceleasi 2-x=-4 |:2, -4.x-8=0 | +8

solutii. X=-4:2 ~4.x=8 |:(-4)
X =-2. X =-2

in Z, ambele ecuatii au solutia x = -2.

Observatie: Multimea solutiilor unei ecuatii este o submultime a domeniului acesteia.

Pornind de la o egalitate, se pot obtine egalitdti echivalente prin urmatoarele transformari:

Transformarea

Se aduna sau se scade, din ambii membiri ai egalitatii
acelasi numar intreg.

Dacaxe Z,ye Z,atuncix=y<x+7=y+7.

Se inmultesc sau se impart ambii membri ai egalitatii
cu acelasi numar intreg nenul.

Dacaxe Z,ye Z,atuncix=y< x-2=y- 2.

Daca cei doi membiri ai egalitatii sunt numere nene-
gative, atunci se pot obtine egalitati echivalente si
daca seridica la puterea n, numar natural nenul, ambii
membri ai egalitatii.

In limbajul simbolisticii matematice

X=y<x+a=y+a,oricarearfia e

Z;

Xx=y<x—a=y—a,oricarearfiae Z.

Dacdxe Z,ye Z,atuncix=y<x—-7=y—7.

X=y< x-a=y-q,oricarearfiae Z
X=y< x:a=y:a,oricarearfiae Z

*.
1]

*

Dacd |x|:2si|y|i2 atuncix=y< x:2=y:2.

Dacaxe Z,ye Z,x>0siy>0, atunci

x=y< x"=y" oricarearfin e N,

Exemple de redactare a transformarilor echivalente ale unei egalitati.

a) x=y |3 b) x=y |(-2)
3x=3y |-1 —2x =-2y |+7
3x=1=3y -1 7-2x=7-2y
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) Pentrux>0, y>0 d) -3x-4=3y-4|+4
x=y |()? -3x=3y [:(-3)
x* =y’ ‘-5 xX==y
5x° =5y2|




Stim sa aplicam, identificam conexiuni

1. Rezolvati ecuatia (x — 1) (2 x — 3)(2x + 8) =0 in multimile N si Z.
Rezolvare. In rezolvarea ecuatiei, vom folosi urmatorul rezultat matematic:

Dacé produsul a doud sau mai multe numere intregi ~ Daca a si b sunt numere intregisia- b =0, atunci
este egal cu 0, atunci cel putin unul din factorieste 0. =0 sau b=0.

Atunci, (x—=1)(2x—-3)(x+4)=0 < x-1=0 sau 2x-3=0sau2x+8=0.

X-1=0|+1 2x-3=0 | +3 2“28:0 |f28
x=1 2x=35i372 §:4|
1eNsile”Z Ecuatia nu are solutii nici in N nici B 4¢N. dar—4c7
x =1 este solutie si in N si in Z. inZ. —v &N car-4 e

x = -4 este solutie doar in Z.
Concluzie.Tn N, multimea solutiilor este S= {1}, iar in Z, multimea solutiilor este S={ 1, - 4}.

Deducem ca daca domeniul unei ecuatii se schimba, este posibil sa se schimbe si multimea solutiilor.

Ecuatiile care se rezolva cel mai usor sunt cele de forma ax = b sau reductibile la ecuatii de aceasta forma (prin

ecuatii echivalente), unde a este un numar intreg nenul, iar b este numar intreg.

Evident, ecuatia are solutie in Z doar dacé | b |: | a |, iar multimea solutiilor, in acest caz, este S={b: a}.

2.Rezolvati ecuatia | 3x|=12,x € Z.

Rezolvare. Din definitia modulului stim ca exista doua numere intregi care au modului 12, cele care se reprezinta
pe axa numerelor la distanta 12 de origine. Atunci, 3x= 12 sau 3x=-12.Cum 12 : 3, obtinem solutiile
Xx,=12:3=4six,=(-12):3 = -4, iar multimea solutiilor este S ={-4, + 4}.

o . - .
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
*-@

1. Copiati pe caiete si completati in spatiile libere b) x-5=-§; e) x:(1-9)=-72;
numere intregi astfel incat sa obtineti egalitati. c) —12-x=156; f) x*=100.
a) -8+...=-3; d) 48:...=-12; o . N . .
b) —10—...=—4: e) ..:9=-108 4. Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatiile:
Q) —4-..=56 f) (.)p=-27. a) 3-x-6=3 d) —11-x +22=-33;

o S b) 2-x+24=0; e) x+(-22=-13;

2. Alegeti Ilfera care identifica raspunsul corect. ) 50—2-x=10; f) 100:(—5)+4-x=12.
Doar un raspuns este corect.
a) Numarul — 4 este solutie a ecuatiei: 5. Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatiile:
A.x+1=5; C.3-x=7; a) 9-(x—-7)=-63;
B.x+1=-5; D.3+x=-7. b) (x+4):(—2)?=-207:23;
b) Numarul 3 este solutia comuna a ecuatiilor: € 3-x+11=x—4;
A.x+3=0s5ix-6=-2; d) 4.-x+6=x+1;
B.x-3=0si5-x=2 e) -52-7-x=4 a

C.3—x=0six+8=12;
D.-3+x=-65i-30:x=-10.
¢) Ecuatia care are solutii in multimea numerelor

f) 10-(8-x)=13;
g) (-6 -x)+5=(-2)}
h) 1-2-[-3-(4-x)]=5.

intreqi, este:
A.2-x+1=22 C 13-2x =4 6. Determinati numerele intregi x pentru care:
B. 3:-x-4=16; D. 4.x—-1=-5. a) |x|=5; d) [2-x|=1;
3. Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatiile: b) |x|=7; e) 6+|x-4|=2;
a) —6+x=-2; d) -124:x=-37; o |x-3]|=0; f) |-4-x|+1=9.
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Minitest
1. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.
10p a) Solutia ecuatiei 3 -x+ 4 =43 este numarul ....
15p b) Multimea solutiilor ecuatiei | 1—2-x | =7 este {...}.
2. Rezolvati in numere intregi ecuatiile:
15p a)2-x+7=28-x;
15p b)5-x+4)=2-x+1)-11;
15p Q(4-x—6):(-2)+9=-8-x;
20p d) [-24 +24:(-8)+25]- (-10)>-3-x=-101.

W3 Inecuatii in multimea numerelor intregi

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

Pentru a compara doua numere intregi a si b, folosim reprezentarea lor pe axa numerelor si proprietatile

relatiei de egalitate si ale relatiilor de inegalitate <, >, <, >.

Pe multimea numerelor intregi, relatia < are proprietatile:
a<a,oricarearfiae Z

Proprietatile relatiei, < ”raman valabile si pentru relatia, ="

Pe multimea numerelor intregi,

. . o Dacaa<bsib<c atuncia<c.
relatiile < si > sunt tranzitive. >

Dacaa<bsib<a, atuncia=b.

Dacaa<bsib<c atuncia <c.

Dacaa>bsib>c atuncia>c.

Pentru orice doud numere intregi a si b, are loc una si numai una dintre relatiile:a < b,a=b,a > b.

Orice numar intreg pozitiv este mai mare decat orice numar
intreg negativ si decat 0.

Orice numar intreg negativ este mai mic decat orice numar
intreg pozitiv si decat 0.

Dintre doua numere intregi pozitive, este mai mic cel care are
modulul mai mic.

Numerele intregi pozitive sunt reprezentate, de la originea axei
spre dreapta, in ordine crescatoare.

Dintre doua numere intregi negative, este mai mic cel care are
modulul mai mare.

Numerele intregi negative sunt reprezentate, de la originea axei
spre stanga, in ordine descrescatoare.

Produsul a doua numere intregi de semne contrare (unul pozitiv
si celalalt negativ) este un numadr intreg negativ.

Produsul adoud numereintregi de acelasi semn (ambele pozitive
sau ambele negative) este un numar intreg pozitiv.

Dacda eZ sibe Z ,atunci
a>bsia>0.

Dacda e Z sibe Z ,atunci
a<bsia<O.

Pentrua e Z sibe Z:
Dacda<b,atunci|a|<|b].
Daca|a|<|b]| atuncia<b.

0<1<2<3<4<5<6<7<8<...

Pentrua eZ sibeZ :
Dacda<b,atunci|a|>|b].
Dacad|a|>|b]| atuncia <b.

0>-1>-2>-3>-4>-5>-6>..

Dacdaa>0sib<0saua<0sib>0,atunci
a-b<0sia-b =-(al-|b).

Dacaa<0sib<0saua>0sib>0,atunci
a-b>0sia-b =|al-|b].
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Problema 1

Interpretare

Determinati numerele intregi x cu proprietatea cd, daca la dublul nu- | Determinati numarul intreg x pentru

marului x adundm numadrul -12, obtinem un numar intreg negativ.

care2-x+(-12) < 0.

Problema determinarii numerelor intregi x pentru care 2 - x + (-12) < 0 se reformuleaza astfel:
,Rezolvati in Z inecuatia 2 - x+ (-12) < 0." sau ,Rezolvati inecuatia2 - x+ (-12) <0, x € 7"

2:x+(-12)<0& 2-x-12<0|+12

1. Adunam 12 la ambii membri.

2:x<+12 |:25i2>0 2. impartim ambii membrila 2 > 0.
X< 6. 3. Aflam solutiile inecuatiei.
Sunt solutii ale inecuatiei toate numerele intregi mai mici decat 6, deciS={...,-1,0,1, 2, 3,4, 5}.

KA e A e
%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Problema determinarii numerelor

x € D, care verifica o inegalitate data
se numeste inecuatie cu necunoscuta
x, din multimea D.

Multimea D se mai numeste si dome-
niu al inecuatiei.

Fiecare numar x € D care verifica ine-
cuatia (inegalitatea datd) este o solu-
tie a inecuatiei.

A rezolva inecuatia inseamna a deter-
mina multimea tuturor solutiilor aces-
teia, notata, de reguld, cu S.

Doua inecuatii sunt echivalente daca
au acelasi domeniu si aceleasi solutii.

Problemd. Determinati numerele intregi din multimea
D ={-5,0, 2, 5}, cu proprietatea x* > 20.

Reformulare.
»Rezolvati in multimea D = {-5, 0, 2, 6}, inecuatia x> = 20" sau
~Rezolvati inecuatia x* = 25, x € {-5, 0, 2, 6}"

Pentru fiecare element din D, verificdim daca este solutie a inecuatiei.
inlocuind in ecuatie x = -5, obtinem 25 > 20, afirmatie adevdratad.
Inlocuind in ecuatie x = 0, obtinem 0 > 20, afirmatie falsd.

Inlocuind in ecuatie x = 2, obtinem 4 > 20, afirmatie falsd.

inlocuind in ecuatie x = 6, obtinem 36 > 20, afirmatie adevdratd.

in concluzie, numerele -5, si + 6 sunt solutiile inecuatiei si scriem
S={-5, 6}

Inecuatiile 2-x>-4,x€ Z si-4-x-8 <0, x € Z sunt echivalente de-
oarece ambele au necunoscuta din multimea Z si au aceeasi multime
de solutii: multimea tuturor numerelor intregi mai mari sau egale cu - 2.
2-x=-4 |:25i2>0 -4.x-8<0 | +8

X>-4:2 ~4-x<8 |:(-4),-4<0

X =-2. X =-2.
Sunt solutii ale inecuatiei toate numerele intregi mai mari sau egale
cu-2.

Pentru rezolvarea inecuatiilor sunt foarte utile transformarile pe care le putem face asa incat sa obtinem alte
inecuatii, mai usor de rezolvat, cu ajutorul carora sa gdsim solutiile inecuatiei initiale .

Se aduna sau se scade, din ambii membri ai

inegalitatii, acelasi numar intreg.

Se aduna membru cu membru doud inegali-

tati de acelasi fel.

Se inmultesc sau se impart ambii membri ai
inegalitatii, cu acelasi numar intreg pozitiv.

Se inmultesc sau se impart ambii membiri ai
inegalitatii, cu acelasi numar intreg negativ

si se inverseaza relatia de inegalitate.

Daca a si b sunt numere intregi cu a < b, atunci
a+c<b+csia-c<b-coricarearficeZ.

Daca a, b, ¢ si d sunt numere intregicua < bsic<d,
atuncia+c<b+d.

Daca a si b sunt numere intregi cua < b sic € Z , atunci
a-c<b-ciardacdc|asic|b,atuncia:c<b:c

Daca asi b sunt numere intregicua < b, sic € Z , atunci
a-c>b-¢iardacac|asic|b,atuncia:c>b:c.

Observatie Proprietati similare celor de mai sus au loc si pentru relatiile >, <, >.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni HF

Problema 1. Produsul dintre numarul intreg negativ x si numarul -5 este cel mult egal cu 20.
Determinati valorile numarului x.

Rezolvare.

Problema revine la a rezolva inecuatia -5 - x < 20, -5.-x<20 |:(-5) si-5<0

in multimea Z_. x=-4.

Sunt solutii ale inecuatiei numerele intregi care se repre- X =4

zinta pe axa in stdnga originii, pana la -4, inclusiv. 5-4-3-2-101 2
In Z_, multimea solutiilor este S = {-4, -3, -2, -1}. Xx<0

Observatie. Daca s-ar fi cerut rezolvarea in Z, atunci ar fi fost solutii ale inecuatiei si toate numerele intregi
nenegative.

Problema 2.

Determinati numerele intregi cu proprietatea 6 - x — 14 > 4 - x — 18 si care au modulul mai mic decat 4.

Rezolvare.
6-x—14>4-x-18|+14
6-x>4-x— 4|—-(4-x)
2-x>-4]:2
X>-2

1. Am adunat 14 la ambii membri ai inecuatiei.

2. Am scazut 4 - x din ambii membiri ai inecuatiei.

3. Am impartit la numarul pozitiv 2 ambii membri.

Stim ca solutiile sunt numere intregi, mai mari decat —2.

Dar, sunt solutii ale problemei doar acele numere mai mari decat —2, care au modulul mai mic decat 4.

Numerele intregi situate intre —4 si 4, care sunt mai mari

23 l—2|—1 40 1 42 3 44 decat -2, sunt-1,0, 1, 2 si 3, deci:
X|<d4o-4<x<
x> -2 $={-1,0,1,2,3}.

9 . . .

Bg®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Scrieti: d) Cel mai mic numdr intreg y pentru care
a) toate numerele intregi negative mai mari 2-y>-30 este:
decat -5; A. -28; B. -15; C. -32; D. -16.

b) numerele intregi nenegative cel mult egale 3. Determinati toate numerele intregi x, pentru care:
cu4; a) x>-12six<-§; ) x>-1six<1;
¢) numerele intregi care au valoarea absoluta b) x>-2s5ix<1; d) x>-6sixe Z.
mai mica decat 3. 4. Rezolvatiinecuatiile:
ees . “ . . -7 <-4si N;
2. Stabiliti varianta corecta de raspuns. Numai un a) x IXe
. ’ t ¢ b) x+5>13sixe Z;
raspuns es ?cAorec . ' o Q) 4-x>-12si xeZ;
a) Un numar intreg negativ care verifica inecua- d)3-x+8<-x-4sixe Z:
tiax+ 3 < -2 este: e) |x|-6<-2sixeZ;
A.-4 B.-6; C.-2 D.-5. f) 19-2-x+8>3-x+2sixe Z
b) Un numadr intreg pozitiv care verificd inecuatia 5. a) Despre numerele intregi a si b se stie ci
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4-x> 1 este:
A. 5; B. 4; C. 2 D. 3.
c) Cel mai mare numar intreg x pentru care

3-x+2<17 este:
A. -5; B. 5;

C. 4 D. 18.

a+b<0,a-b>0si |a|<|b].Scrietinumerele
a, b si 01n ordine crescatoare.

b) Despre numerele intregi ¢ si d se stie ca
c+d>0,c d<0.Scrieti numerele ¢, d si 0 in
ordine descrescatoare.



Minitest

b)3-:x-7<2-x-5,xeZ

1. Completati spatiile libere astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.
10p a) Numerele intregi mai mari decat —3 si cel mult egale cu 2 formeaza multimea {...}.
15p b) Multimea solutiilor inecuatiei xX*<0 este ....
15p c) Cel mai mic numar intreg x pentru care x—7<2-x+ 3 este ....
2. Rezolvati inecuatiile:
2x15p a) 2-x—-3<7,xeN;
3. Suma a trei numere intregi consecutive este cuprinsa intre —71 si —67.
10p a) Notati cu x pe cel mai mic dintre cele trei numere si scrieti inecuatiile corespunzatoare
conditiilor din enunt.
10p b) Determinati numarul intreg x care este solutie comuna a inecuatiilor de la subpunctul a).

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor/inecuatiilor in contextul

numerelor intregi

Dimensiunile dreptunghiurilor MNPQ si RNST sunt exprimatein  Q 40 P
aceeasi unitate de masura (u.m.). 15
a) Formulati o ecuatie cu necunoscuta x, reductibila la o ecuatie de forma 30 T x S
a-x+b=0,cua,b < Z, folosind datele din figura alaturata. =
b) Rezolvati ecuatia obtinuta la subpunctul a). x
¢) Determinati lungimile segmentelor TS, TR si MR. M R N

a) Din RNST dreptunghi, rezulta SN = RT = x —10. Din MNPQ dreptunghi, rezulta NP = MQ = 30.

Dar, SN + SP = NP, adica (x-10) + 15 = 30.

b) Folosind asociativitatea adunarii, ecuatia devine x =10 + 15 = 30, apoi x + 5 =30 < x = 25.
) 7S=x=25(u.m.);TR=x-10=25-10=15 (u.m.); MR=MN -x=PQ -x=40-25=15 (um.)

KA e A e
%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Multe dintre problemele intalnite in practica pot fi
rezolvate matematic.

Modelul matematic asociat problemei poate con-
duce la notiuni si metode algebrice de rezolvare.
Atunci cand problema poate fi reformulata printr-o
ecuatie sau printr-o inecuatie cu solutii numere in-
tregi, rezolvarea problemei presupune respectarea
algoritmului aldturat.

Pasul 1. Stabilirea necunoscutei, realizarea notatiei,
scrierea in limbaj matematic a relatiilor intre marimile
care apar.

Pasul 2. Scrierea ecuatiei sau a inecuatiei

Pasul 3. Rezolvarea ecuatiei sau a inecuatiei

Pasul 4. Interpretarea solutiilor ecuatiei sau a inecua-
tiei tinand cont de domeniul in care cautam solutiile
problemei.

Pasul 5. Formularea concluziei.

Observatie. Este util sa verificam solutia sau solutiile obtinute, pentru a corecta eventualele greseli.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema 1. Marius si Mihai au impreuna 200 lei. Daca Marius imprumuta de la Mihai 14 lei, Mihai va avea de
trei ori mai putini bani decat Marius. Determinati suma pe care a avut-o fiecare la inceput.

Rezolvare

Pasul 1. Stabilim necunoscuta.

Notam cu a suma de bani pe care a

avut-o Mihai la inceput.

Scriem in limbaj matematic Marius a avut la inceput 200 - a (lei).
relatii intre marimile care apar Dupa ce Marius imprumuta de la Mihai
14 lei, Marius va avea (200 - a) + 14 (lei),
iar lui Mihai ii raman a — 14 (lei).

in problema.

Mihai Marius
a 200 -a
a-14 214 -a

Pasul 2. Scriem ecuatia.

Deoarece suma lui Mihai este de trei ori mai mica decat cea a lui Marius,

atuncia—14=[(200 - a) + 14] : 3.

a—14=[200-a)+141:3 |-3

Pasul 3. _ 3a-42=214-a
Rezolvam ecuatia. 4a =256
a=64

inmultim cu 3 ambii membri ai

ecuatiei.
|+ (@a+42) Adundm a+42inambii membri.
|:4 impartim la 4 ambii membri ai
ecuatiei.

Deducem ca Mihai a avut la inceput 64 de lei, iar Marius a avut

Pasul 4.

200 - 64 = 136 (lei).

Interpretam solutia si formu- Pentru siguranta, verificam rezultatul.

|am rezultatul.

intr-adevar, dacd Marius imprumuta de la Mihai 14 lei, atunci Mihai va avea

doar 50 de lei, care este o treime din suma de 150 de lei a lui Marius.

Rdspuns: Mihai a avut 64 de lei, iar Marius a avut 136 de lei.

Problema 2.

Rezolvare. Notam cu x suma de bani pe care o economiseste

loana a economisit 50 de lei, dar are o dato- | loana intr-o luna. Atunci, in cele trei luni, va economisi 3x lei.
rie de 250 de lei. Ea isi propune sa returneze | Cum loana returneaza datoria, economisind aceasta suma
aceasta suma, folosind cei 50 de lei si econo- | si folosind cei 50 de lei, inseamna ca 3x + 50 > 250, adica

misind in trei luni sume egale de bani.

3x>200. Cum x este numadr intreg, rezulta ca 3x este un mul-

Determinati cea mai mica suma, numar intreg, | tiplu al lui 3, mai mare sau egal cu 200.
pe care trebuie sa o economiseasca loana in | Atunci, 3x € {201, 204, 207, ...}. Cea mai mica suma x este

fiecare dintre cele trei luni.

realizata pentru 3x =201, adica x = 201: 3, deci x = 67.

Rdspuns: loana trebuie sa economiseasca lunar cel putin 67 de lei.

Ba®d Exersiam, ne antrenam, ne dezvoltim
*-e

1. Determinati un numadr intreg, stiind ca daca
il inmultim cu -3, obtinem acelasi rezultat ca

atunci cand il adunam cu 20.

2. Determinati un numar intreg, stiind ca daca il
impartim la 4, obtinem un numar cu 155 mai mic

decat opusul sau.

3. Diferenta dintre un numadr intreg si produsul

opusului sau cu 5 este —96.
Determinati numarul.
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Suma a cinci numere intregi consecutive este
—45. Determinati cel mai mic si cel mai mare
dintre numere.

Pe o foaie de hartie sunt scrise trei numere intregi
negative, diferite. Dacd scddem 13 din fiecare
numar si adunam rezultatele, se obtine —45.
Determinati cele trei numere.

Suma a zece numere intregi consecutive este
—25. Calculati produsul acestor numere.



Determinati numerele intregi negative care
adunate cu -5 dau ca rezultat cel putin (-2)°.

Determinati o valoare a numarului intreg x, stiind
ca, daca il micsoram cu 10, obtinem un numar
intreg pozitiv, mai mic decat 3.

Dan are cu 60 de lei mai putin decat Lucia. Daca
ar primi 45 de lei de la aceasta, atunci el ar avea
cu 7 lei mai mult decat dublul sumei care i-a
ramas Luciei. Calculati sumele de bani pe care le

are fiecare dintre ei.

10. Determinati toate numerele naturale pe care,

daca le inmultim cu 2 si adunam la rezultat —24,
obtinem un numar intreg negativ.

11. Produsul numerelor intregi 2 - x - 1,3 - x + 2,

4.-x-3,5-x+5este0.
a) Determinati cele patru numere.
b) Calculati suma numerelor gasite.

12. Un patrat are lungimile laturilor exprimate, in

centimetri, prin numere naturale si aria cel mult
10 cm?.

Calculati lungimea laturii patratului si perimetrul
acestuia, stiind ca este cel mai mare posibil.

. a
EVALUARE SUMATIVA
I. Alegeti varianta corecta de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.
5p|1. Daca A ={—2;0;g;§;—5}, atunci multimea A N Z_ este:
55 5
A.{-2,0,-5} B. {ET} C. {—2;0;?’—5}; D. {-2,-5}.
5p|2. Numarul |7 +1|+|-8]esteegal cu:
A.0; B. 16; C.-16; D. 1.
5p|3. Daca |x| =4 six<0,atuncix+ 44 este egal cu:
A. 48; B.-483; C.-40; D. 40.
5p|4. Dintre numerelea=-32+23,b=-7—(+8),c=-3-(+4), d =56 : (—4), mai mic este:
A.a; B. b; C.c D.d.
5p|5. Daca(-3)"=-27, atunci numarul (-2)" este egal cu:
A.-2; B.-4; C.-8§; D.-16.
5p| 6. Rezultatul calculului (=2)! «(=1) + (=2)*(=2) + (—2)* - (-3) este:
A.18; B. 16; C.-18; D.-8.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

Fie numerelea=-2—-(-4)+6,b=|28-32|— [+42 |, c=[(-2)*- (-2)*] : [(-2)": (=2)2].

Pe o foaie de hartie sunt scrise trei numere intregi negative, diferite. Daca scadem 17 din fiecare

o0

1.
10p a) Calculatia, b, c.
10p b) Precizati daca numarul 9 - (a - c) + b este pozitiv, negativ sau nul.
10p|2. a) Dacax-y+x-z=-5,calculati2-x-(y +2).
10p b) Daca x- (y +2) =63 six=-7, calculatiy + z.

3.

numadr si adunam rezultatele, se obtine -57.

10p a) Calculati suma celor trei numere.
10p b) Determinati cele trei numere.

Nota: Timp de lucru 50 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Competente specifice: 1.4; 2.4; 3.4; 4.4;5.4; 6.4

4. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

4.1. Numar rational. Multimea numerelor rationale

L1
“!fgil Ne amintim ) oh
.. . . a . . " . .
Toate fractiile ordinare echivalente cu —, unde a €N, b €N, Un numdr rational poate fi scris sau numit

. < . . .. a rin oricare dintre reprezentantii sai.
a# 0si b+ 0 formeaza numdrul rational pozitiv —. P p ’

" < - o < .. 123 4 5 100
Fractiile urmatoare sunt reprezentanti ai aceluiasi numar rational pozitiv —, =, =, —, —

3'6°9"12"15" 7" 300"
. . i . . . o . Lo a .
Orice numdr rational pozitiv poate fi scris in mod unic sub forma unei fractii ordinare ireductibile b cuasib
numere naturale, a# 0 si b #0.

Numarul rational pozitiv de mai sus se scrie in mod unic in forma sa ireductibild — .

3
Observatii. 1. Numerele naturale nenule sunt numere rationale pozitive.
.0 < . .
2. Fractiile b b # 0 formeaza numdrul rational 0.
. > . aas . A . “ . . o [ ]
Orice numar rational pozitiv se poate scrie in mod unic sub forma de fractie zecimala. o

Pentru a transforma o fractie zecimald cu numdr finit de zecimale in fractie ordinard, scriem la numdrdtor
numarul natural obtinut eliminand virgula, apoi scriem la numitor 10%, unte k este numarul zecimalelor.

0y...a, b;...b, O,2=£; 0,625=@.

ay...d. ,b....b, =
1o s Oy O 10F 10 10°

Pentru a transforma o fractie periodicd simpld in fractie ordinara, scriem la numdrdtor diferenta dintre nu-
marul natural obtinut eliminand virgula si numarul natural care reprezinta partea din stanga virgulei, apoi
scriem la numitor numarul format cu k cifre egale cu 9, unde k este numarul zecimalelor aflate in perioada.

Gy.rGyy Pro Py — Gyenend 1(31)—M—@'
Gy, (P Py ) = 0 199 k9 m=n ' 99 99’
K cifre 0,(932) = 9‘: 19;0 = %.

Pentru a transforma o fractie periodicd mixtd in fractie ordinard, scriem la numdrdator diferenta dintre numarul
natural obtinut eliminand virgula si numarul natural format cu toate cifrele care nu se afla in perioadd, apoi
scriem la numitor numarul format cu k cifre egale cu 9, urmate de m cifre egale cu 0, unde k este numarul
zecimalelor din perioada, iar m este numarul zecimalelor care nu sunt in perioada.

01....(7” b-l .u.bm p1 ....pk - a1 ....Gn b1 ....bm 3’1 0(7) — 31 07_31 0 — 2797

0y....Gpy, by b Py ) =

99...900...0 900 900
k cifre  m cifre 0,328(32) = 32832-328 32504

99000 99000
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in gradina bunicilor, in timpul verii, ne bucurdm adesea de umbra nucului plantat cu multi ani in urma.
E un copac maiestuos. il intreb pe bunicul la ce adancime ajung radacinile in sol ca sa poata sustine o coroana
atat de mare. Bunicul imi raspunde: Sa vedem ce stim despre nuc.

un pom fructifer foarte valoros atat pentru semintele sale
cat si pentru lemnul sau, este unul dintre cei mai vechi pomi fructi-
feri cunoscuti si cultivati de om (exista descoperiri fosile care atesta
existenta unor specii de nuc in urma cu 9000 de ani).

Inaltimea nucului poate ajunge la 20-25 de metri, iar diametrul co-
roanei poate ajunge la 10 m.

Radacinile ajung, de regulg, la o adancime de 0,2-0,8 m. Doar in ) ) ) )

soluri foarte nisipoase ajung la 1,4 m. Nucul este solitar, imaginea de mai sus nu-I|
In plan orizontal, radacina unui nuc matur depaseste raza coroa- reprezinta.

nei de 4-7 ori. Totusi, densitatea maxima a radacinilor active este la Informati-va si justificati aceasta afirmatie.

3-4 m de trunchiul nucului.

Acum, sa rezolvam o problema. Ne imaginam axa verticald pe care se dezvolta copacul, cu +i§ v
sensul pozitiv in sus. Consideram ca tulpina intra in pamant printr-un punct O, originea acestei
axe. +4
Stiind ca acest nuc are indltimea de aproximativ 5,3 m si ca radacinile coboard pana la
aproximativ 0,6 m, reprezinta pe axa punctul corespunzator varfului (celui mai inalt punct al — +3
coroanei), respectiv punctul corespunzator celui mai addnc punct al rddacinii, folosind unitatea

© < +2
de masura 1 m.
Stabileste care punct corespunde unui numdr pozitiv si care corespunde unui numdr negativ. 1
m

Varful V este orientat in sensul pozitiv al axei, deci corespunde numarului rational pozitiv +5,3. 010
Extremitatea radacinii R este orientata in sens contrar, deci corespunde numadrului negativ. -0,6{R
situat la 0,6 unitati de origine. Notam acest numar -0,6. T

e tm & e o

(7o)l Descoperim, intelegem, exemplificam

Fiecare pereche de numere naturale nenule (a,b)de- 7 2 1 9 7 4
—; =; —, =, —; — sunt numere rationale pozitive.

numerelor rationale pozitive cu Q ,.

Consideram axa numerelor, cu originea O(0) si cu unitatea de masura u, pe care am stabilit sensul pozitiv, de
la stanga la dreapta.

. < . L. a N <
Fiecare numar ra;‘/onal pozitiv E se reprezinta pe axa in 1

S| Q

SIS S
Oso
<ito|a

. a) . . C
punctul unic M(Ej situat in dreapta originii la distanta —.
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. : . (a . . T .1 .
Simetricul M; al punctului M(E) fata de O, este situat la ace- | Exemple: — — si 5 sunt numere rationale

- . . o . opuse.
easi distanta de origine, dar in stanga acesteia.

< < . . a . 1 1
Numadrul corespunzator punctului M’ se noteaza — b si se | Cum 520'5' deducem -3 =-0,5.

. . a
numeste opusul numdrului —. . « . S
b Am exprimat sub forma de fractie zecimala

< a . . .
Numarul 5 este numdr rational negativ.

. 1T .1
numerele rationale opuse Py Si 5

Daca a este numar intreg negativ, iar b este numar natural nenul, atunci Numere rationale negative:

o o , . a
perechea(a,b)determinanumarulra;/onalnegat/vB. 7,2 1.9 7 4

Notdam multimea numerelor rationale negative cu Q . 35 33 3 1 4

Folosind regula semnelor la impartirea numerelor intregi, deducem ca:

Orice pereche de numere intregi, ambele pozitive sau ambele ne- 1 ) )
gative, determina un numar rational pozitiv. 3 3’5 _5"1 -

Orice pereche de numere intregi dintre care unul este pozitiv si 1
celalalt este negativ determina un numar rational negativ. 3 3 3 5 5 _5

. N . - < . a
Fiecare pereche de numere intregi (a, b) cu b # 0 determina numarul rational re

w|o

0 0 O
Observatie. Perechile (0, b) cu b € Z’, determind numarul rational E= 0. ; —3; E;

Multimea formata cu toate numerele rationale pozitive, cu toate numerele

rationale negative, la care addugam si numarul rational 0 se numeste (@ = @ U Q U {0}.
. 0 q v + -

multimea numerelor rationale si se noteaza cu Q.

Observatii. 1. Numarul 0 nu este nici pozitiv nici negativ.
2. Multimea numerelor rationale nenule se noteaza Q’, deci Q'= Q, U Q_sau Q'= Q \ {0}.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema 1.

Scrieti cate un exemplu pentru fiecare dintre cazurile urmatoare: | Rezolvare

1. Numar intreg care este numar natural. 1.7e€Zsi7eN.

1 Numar intreg care nu este numar natural. 1.-3e Zsi-3¢N.

2. Numar rational care este numar intreg. 2.-7€Qsi-7€Z.
N . o7 7

2" Numar rational care nu este numar intreg. 2'. 5 e Qi 5 ¢ L.

3. Numar rational care este numar natural. 3.2eQsi2 eN.

3" Numar rational care nu este numar natural. 3.0,5Qsi05¢N.
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Retinem!

&
5

N c Zc Q, adica:

1. Orice numar natural este intreg: N c Z.

1% Exista numere intregi care nu sunt naturale: Z ¢ N.

2. Orice numar intreg este numar rational: Z — Q.

2" Exista numere rationale care nu sunt intregi: Q ¢ Z.

3. Orice numar natural este numar rational: Nc Q.

3" Exista numere rationale care nu sunt naturale: Q & N.

In practica, numerele rationale se exprima, in functie de context, sub forma de fractii ordinare ireductibile,
sub forma de fractii ordinare reductibile, sau sub forma de fractii zecimale. Tehnicile de transformare dintr-o
forma in alta sunt similare celor pentru numere rationale pozitive, amintite mai sus.

Problema 2. Rezolvare
a) Exprimati sub forma de fractii zecimale | a) Efectuand impdrtirile, obtinem:
numerele rationale: 1 1 7 7
’ —=0,5;, ——=-0,5; —=2,(3);, ——=-2,(3);
1..1.7.7.9.9 2 2 ;720im3=20
2 023 32 » 2 _0,4(09); - 2 =-0,4(09).
22 22
(2
2 1 1 22-2 20

b) Exprimati sub forma de fractii ordinare | b)0,2= — =—;-0,2= _E; 2,2)= T:?;
ireductibile numerele rationale: 20 151 142 7 .
0,2;-0,2; 2,(2); -2,(2); 0,1(5); -0,1(5). -2,2)=-"—";0105)=——=— =—;-0,1(5)=——.

9 90 90 45 45

1. Completati in casetele libere litera A, daca afir-
matia este adevarata si litera F, daca afirmatia

este falsa, urmand modelul.

4. Scrieti cate trei reprezentanti (fractii ordinare),
pentru fiecare dintre numerele rationale:
5

b) Calculati multimile CNQ_siCNQ".

1
a)——; b) —; -1 d)2;3.
al o 3 5 4 +15 | 12 3 2
— — —_— 0 _— _
o -1
propozitia 2 3 3 6 5. Fie numarul r= —O nel.
n
aeN A Determinati n, pentru fiecare din cazurile:
Gl A a) reN; b) reZ.
aeZ\N F
6. Completati in casetele libere litera A, daca
aeQ A . . . w . g .
afirmatia este adevarata si litera F, daca afirmatia
aeQ_ o este falsa.
ae Q\Z F
Propozitia A/F Propozitia A/F
2. Scrieti cate cinci elemente ale multimilor: 3 -3 0 0
Z) Q; ;)Q\\g; fe)Z\N; a) o=—i d ==
)Q.; )Q\ Z; )Q_. e 5 10
3. Fiemultimile A={-3,-2,0,2,6}siB={-2,-1,1,3}. ) =7 & =g
a) Scrieti multimea C a numerelor rationale E, -8 8 -6
i bo o —=-; f) =3
undeae AsibeB. 3 3
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7. Scrieti urmatoarele numere rationale sub forma 8. Scrieti urmatoarele numere rationale sub forma

de fractii zecimale: de fractii ordinare ireductibile:
— 4 . _ . _ .

a) 2 4 =, g -2 a) 03; d) -3,625; g) -3,1(2);

2 -5 100 b) -2,5; e) 0,6); h) 4,009);

9 2 - o 125 f) -1,(12); i) -2,01).
b) -—; e) —; h)3—3'_:’;

4 3 -10 . n°-n _2.n*+6-n

9. Demonstrati ca Si sunt

y 7. 617, p =33 : 2 4
Y 6 LT numere naturale, oricare ar fi numarul natural n.

Minitest B

1. Copiati pe caiete si completati in casetele libere litera A, daca propozitia este adevarata si
litera F, daca propozitia este falsa.

8x5p Propozitia A/F Propozitia A/F
a) % e Q; e)—42¢Q;
b) -4 ¢ Q; INCZcQ;
c)—%eQ\Z; 9Nz Q
d)0,(6) e Q; h) Multimea Q este infinita.

2. Determinati valorile numarului n pentru:

7
25p a)neNsi — €7Z;
n

BP pneZ, 5<n<0si——cqQ\ 7

n-1

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor.
Modulul unui numar rational

Multimea Q, a numerelor rationale, contine toate numerele rationale po- Q=0Q UIUQ..

zitive, care formeaza multimea Q,, toate numerele rationale negative, ) *

care formeaza multimea Q_si numarul 0. @ne.=o

Multimile Q_si @, sunt disjuncte (nu au niciun element comun). 0cQ,dar0e Q 502 Q,.
Orice numar rational pozitiv x se reprezinta pe axa numerelor in dreapta originii, la distanta x de aceasta,
si scriem x > 0.

Numarul rational O se reprezinta pe axa numerelor in originea acesteia.
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%j@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Din modul in care am definit numerele rationale negative, rezulta ca orice numar rational negativ x se repre-
zinta pe axa numerelor in stanga originii, la aceeasi distanta de origine ca si opusul sdu. Scriem x < 0.

Oricarui numar rational x i corespunde pe axa numerelor un punct unic M, numit reprezentarea numarului
X pe axa numerelor.

. e 3
= — M, este reprezentarea pe axa a numarului rational _Z;

< e 3
M, este reprezentarea pe axa a numarului rational — .
Daca M este reprezentarea numarului x pe axa 2

. ; 3 . .
numerelor, atunci x se numeste abscisa sau  _> este coordonata sau abscisa punctului M.;
coordonata punctului M pe axa numerelor. 4

Scriem M(x) si citim: ,M de x” sau ,M de coordonata

3 . .
; L — este coordonata sau abscisa punctului M,.
x"sau,M de abscisa x". 2

In imaginea alaturata, pe axa numerelor, 7 3 3 7
sunt reprezentate mai multe numere _g ) _5 1 -05 0 05 1 5 > §
rationale. DB C A O A | C B D

Punctele reprezentate sunt doua cate
doua situate pe axd, simetric fata de originea acesteia, deci au coordonatele numere rationale opuse.

Puncte simetrice fata de origine: Numere rationale opuse:

A05)5iA-0,5):82)5iB(-2; [ 2| [ -2 |:0( L )sip[Z) 05si-05251-2; > 5i->; ~ L si
2 2 3 3 2 2 3

w |

Daca x este numar rational nenul, numerele rationale |-0,5 este opusullui 0,5 si 0,5 este opusul lui -0,5;

X $l =x sunt opuse. -2 este opusul lui 2 si 2 este opusul lui -2;

Numarul x este opusul numarului -x, iar numarul -x este 3 .3 .3 .3
. —— este opusul lui — si — este opusul lui ——;
opusul numarului x. 2 27 2 2
Observatii. 1. Opusul numarului intreg 0 este 0 insusi.
2, Dintre oricare doua numere rationale nenule opuse, unul este pozitiv si celdlalt este negativ.

Ca si la numere intregi, oricare ar fi numarul rational x, opusul sau, numarul rational —x, este situat pe axa
numerelor la aceeasi distanta de origine ca si numarul rational x.

Modulul numarului rational x sau valoarea Pe axa numerelor, reprezentam punctele:
absoluta a acestuia este distanta de la punctul  0(0), A(1), A'(-1), B(x), B'(-x), cu x numar rational pozitiv
de reprezentare a numarului x pe axa numerelor si C(y), C'(-y), cu y numar rational negativ.

la originea axei. y -1 0 +1 x —y

Modulul numarului rational x se noteaza | x |. c B A" 0 g B
A e I

Observatie. Numerele rationale x si —x au acelasi  DINOA’=0A=1,rezultd [-1[=]+1]=0A=1.

modul pentru ca sunt reprezentate Din OB'=0B =X, rezultd | x| =] +x|=0B=x.
pe ax3 la aceeasi distant de origine, = Din 0C=0C"= -y, rezulta |-y|=l+y|=0C"=-y.
| 0| =0 (distanta de la O la el insusi este 0).
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‘ﬁ. Retinem!

1.|x| >0, oricarearfix € Q" si| x| =0, daca si numai daca x = 0.
2.| x| = x, dacd si numai dacd x > 0 si | x | = —x, daca si numai daca x< 0.
3.|-x| =| x|, oricare ar fi x €Q.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Sunt situatii in care este foarte dificila sau chiar imposibila identificarea pe axa numerelor a punctului cores-
punzator unui numar rational. Atunci, folosim tehnici avantajoase de estimare a pozitiei punctului cautat.

1. Daca e posibil si contextul problemei permite, alegem avantajos unitatea de masura, numarul fiind scris
sub forma de fractie ordinara ireductibila.

1 2 4 1 3
-1 30 3 +1 -15 50 5 +1
BO A C B O A

Exemplul 1: Am ales ca unitate de masura segmen-  Exemplul 2: Am ales ca unitate de masura segmen-

tul cu lungimea de trei ori mai mare decat latura | tul cu lungimea de cinci ori mai mare decat latura

patratelului. patratelului.

2. Scriem numarul rational sub forma de fractie zecimald, aproximam numarul rational la intregi sau zecimi

si estimdm pozitia punctului pe axd, folosind aproximarile.

Exemplul 1. Pentru a reprezenta fractia zecimala —0,8 | Exemplul 2. Pentru a reprezenta fractia zecimala 0,67

pe axa, stim ca se afla intre —1 si 0, mai aproape de -1 | pe axa, stim ca se afla intre 0,6 si 0,7, mai aproape de

decat de 0, adica intre -1 si -0,5. 0,7. Alegem o unitate de masura suficient de mare,
divizam unitatea in zecimi, apoi facem reprezentarea.

-0,8 0,67
! 0 +1 0 ' 1
e 0] AN '
-1-0,5 06 0,7
{3 - - - H—*
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam H H

1. Reprezentati pe axa numerelor punctele care au 3. Reprezentati pe axa numerelor, cu originea
coordonatele: punctul O, cu unitatea de masura 1 cm, punctele

a) -4,2,-3;06;5;
b) 1,5, -1;,-2,5;1,7;,-2;
9] —l; 1,-2,4;-5;3,5; l; 20
2 10 5
2. ldentificati in imaginea aldturata coordonatele
punctelor reprezentate pe axa.

100

A(1,6), B(4,4), C(-3,2), M mijlocul segmentului
OA si N mijlocul segmentului AB. Precizati
coordonatele punctelor M si N.

i . 3 3
Scrieti opusele numerelor rationale: Z; _5; 1,3;
1
-2,4,-7;+4,5,-5 3

Scrieti valorile absolute ale numerelor rationale:

—§;+2;—1,25; _—2;—4; —-3%-2,(5).
4’ 5 7



6. Copiati pe caiete tabelul si scrieti in casetele

7. Copiati pe caiete si completati spatiile libere

libere numerele rationale corespunzatoare: pentru a obtine propozitii adevdrate.
[ numarului 0,12
a |04 21 a) Opusul nu ? u u'O 3 este
b) Opusul numarului ... este —4,5.
< . .5
—a 1 -3,2 ¢) Valoarea absoluta a numarului - este....
3
d) Numerele rationale ... si...au modulul 7.
|a| |a|=5siaeQ_| 0 _

30p 1.

10p

10p
10p
10p
10p

10p

e) DacdaeZsi
aef.}

Minitest

2
Reprezentati pe axa numerelor: —4; %; 0;-1,5; —37—5 ; 3,5; —% .

daca propozitia este falsa.

este numar natural, atunci

2. Copiati pe caiete si completati in casetele libere litera A, daca propozitia este adevarata si litera F,

Propozitia

A/F

3 3
a) Opusul numarului 5 este .

b) Modulul numarului —4,2 este 2,4.

) Singurul numar rational care este egal cu opusul lui este numarul 0.

d) Valoarea absoluta a numarului rational r este numarul rational —r.

e)|-6,3|=63.

f)—‘—E :_(_Ej.
5 5

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Compararea si ordonarea numerelor rationale

Orice numar rational este sau pozitiv, sau negativ, Oricare arfir eQ, are loc exact una dintre relatiile
sau nul. r>0,r<0,r=0.

$

b d

Descoperim, intelegem, exemplificam

Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor, compararea numerelor rationale si ordonarea numere-
lor rationale sunt in stransa interdependenta. Reprezentarea pe axa este de multe ori utila pentru a compara
fractiile si pentru a stabili ordinea crescdtoare sau descrescatoare a acestora. Pe de alta parte, doud sau mai
multe numere rationale se reprezinta pe axa numerelor, in ordine crescatoare, de la stanga spre dreapta. Astfel,
pozitia punctelor si ordinea lor pe axa ne ofera indicii despre numerele reprezentate si despre relatiile dintre

ele.

Pentru orice doua numere rationale x si y, are loc una si numai una dintre relatiile: x <y, x=y, x > y.

A compara numerele rationale x si y inseamna a stabili care dintre cele trei relatii de mai sus este adevarata.
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Dacax € Q siy € Q, si daca reprezentarea pe axa a numarului x este punctul A(x), iar reprezentarea pe axa

a numarului y este punctul B(y), atunci:

x < y daca si numai daca punctul A(x) este situat in stanga punctului B(y);

x >y daca si numai daca punctul A(x) este situat in dreapta punctului B(y);

x =y daca si numai daca punctele A(x) si B(y) coincid.

Pentru numerele rationale nenule x si y, cu x < y, sunt posibile situatiile:

Reprezentare pe axd Descriere
0 X 0O(0) este situat in stanga lui A(x),
deci 0 este mai mic decat x.
@) A .
Scriem 0 < xsau x> 0.
x 0 A(x) este situat in stanga lui O(0),
i deci x este mai mic decat 0.
Scriem x < 0sau 0> x.
x>0,y>0.
0 X y OA < OB, deci | x| <|y]|-
O A B A(x) este in stanga lui B(y),
decix<y.
x<0,y<0.
X y 0 OA > OB, deci | x|>|y]|.
A B O A(x) este in stanga lui B(y),
decix<y.
x<0,y>0.
x 9 Y A(x) este in stanga lui B(y)
A0 B 9 Y
decix<y.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Pentru compararea si pentru ordonarea numerelor rationale folosim frecvent una dintre relatiile , <" sau >’

Concluzie

xeQ ©xeQsix>0.
1;2,3;3,(1);11,25 € Q,
1>0;23>0;3,(1)>0;11,25>0.

xeQ ©xeQsix<O.
-1;-2,3;-3,(1);-11,25 € Q_
-1<0;,-23<0;-3,(1)<0;-11,25<0.
Dacax e Q, siy € Q,, atunci:

x <ydaca sinumaidaca | x|<|y]|.

3,75 € Q+ si4,95 e (@+

| 3,75| < |4,95 | rezulta 3,75 < 4,95.
Dacax e Q_siy € Q_, atunci:

x <ydaca sinumaidaca | x|>|y|.
-375€Q_si-495€ Q_

| -4,95|>|-3,75]| rezultd - 4,95 < - 3,75.
Dacaxe Q siye Q,atuncix<y.

Orice numé_r negativ este mai mic decat orice
numar pozitiv.

-3,72€Q_, 4,83€Q,, rezulta -3,72< 4,83;
-4,83€Q_, 3,72€Q,, rezulta -4,83< 3,73.

i

precum si relatiile ,<"si,,>", care pdstreazd proprietdtile de la numere intregi.

A ordona crescator doua sau mai multe numere rati-
onale inseamna a stabili ordinea acestora astfel incat

fiecare sa fie mai mic sau egal cu cel de dupa el.

A ordona descrescdtor doua sau mai multe numere ra-
tionale inseamna a stabili ordinea acestora astfel incat
fiecare sa fie mai mare sau egal cu cel de dupad el.
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Ordinea crescatoare a numerelor rationale -32,5; 0;
20,3; -21,5 este:

-32,5;-21,5;0; 20,3 pentru ca -32,5<-21,5<0<20,3.

Ordinea descrescatoare a numerelor rationale -32, 5;
0; 20,3; -21, 5 este:

20,3;0;-21,5;-32,5 pentruca 20,3>0>-21,5>-32,5.



Retinem!

&
5

Orice numdr rational pozitiv este mai mare decat orice numar rational negativ si decat 0.

Orice numar rational negativ este mai mic decat orice numar rational pozitiv si decat 0.

Dintre doua numere rationale pozitive, este mai mare cel care are modulul mai mare.

Dintre doua numere rationale negative, este mai mare cel care are modulul mai mic.

1.

o

@-

@@

Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Scrieti: 5. Determinatitoate numerele intregi cuprinse intre
a) trei numere rationale, mai mici decat —2; 2345 10
b) trei numere rationale, mai mari decat 3,5; S 3
. . A . 6. Determinati:
c) trei numere rationale, cuprinse intre —2 si 3,5. L’ R L .
a) cel mai mare numar intreg, mai mic decat -77;
Copiati pe caiete si completati spatiile punctate b) cel mai mic numar intreg, mai mare decat —4,56.
cu unul dintre simbolurile <, >, =, astfel incatsa 7, Determinati numarul intreg n, daca exista, pentru
obtineti afirmatii adevarate. fiecare dintre cazurile:
7
a) ll Q) 2,4__,_§; a) n< —<n+1;
473 3 2
11 1 b) n< -3 <n+1;
b) ——... —; d ——...—. 5 !
5 6 3 2
c) N—2<(=2)??:2"<n.
Scrieti in ordine crescdtoare numerele: L
3 8. Scrieti:

-2,3;0,9;,-2—;-2;0; 3.
8

Scrieti in ordine descrescatoare numerele:

-3,2:3,1; -3 i; 3;0;-3,(4).
10

Minitest

30p | 1.

20421422423

Fie numarul x = —
22

a) multimea numerelor intregi care au valoarea
absoluta mai mica decat 3;

b) trei numere rationale care au valoarea absolu-
ta cuprinsa intre 1,5 si 4.

v

.Demonstratica -4 <x<-3.

2. Se considerd numerele intregi b si c cu proprietatile | b| <2 si| c|=3.

20p a) Determinati numerele b si c care verifica inegalitatile din enunt.
. . b . . .
20p b) Scrieti toate numerele rationale de forma —, folosind valorile determinate la subpunctul a).
c
20p c) Ordonati crescator numerele rationale scrise la subpunctul b).

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

o
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Adunarea numerelor rationale. Scaderea numerelor rationale

Operatiile cu numere rationale se efectueaza fie folosind scrierea numerelor sub forma de fractii ordinare, fie
scriindu-le sub forma de fractii zecimale cu numar finit de zecimale.
Nu se efectueaza calcule cu fractii zecimale periodice. Acestea se vor exprima sub forma de fractii ordinare.

Pentru a efectua adunarea sau scaderea a doua
numere rationale pozitive, exprimate prin fractii
ordinare, este necesar ca acestea sd aiba acelasi

numitor.

Daca fractiile nu au acelasi numitor, atunci se de-
termina cel mai mic multiplu comun al numitorilor
si se amplifica fractiile corespunzator, pentru a le
aduce la acelasi numitor.

5

3-2

5

=+ "=—,
3 15 15 15

4

Y9 Ps5 27 10 17

6 12 12 12

Pentru a efectua adunarea sau scaderea a douda numere rationale pozitive, exprimate prin fractii zecimale
finite, asezam fractiile una sub alta, virguld sub virgula.

Cifrele de acelasi ordin vor fi una sub alta. Daca

intr-o fractie nu este scrisa cifra de un anumit 123,75+ 99,1 = 222,85;

ordin, aceasta cifra este 0.
Efectuam adunarea sau scaderea ca la numere

naturale.

123,75 -99,1 = 24,65.

123,75 + 123,75 -
99,10 99,10
222,85 24,65

Scriem virgula la rezultat sub virgulele celor doua

fractii.

& A @ e
&;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

H

&

Adunarea numerelor rationale se defineste pe baza adunarii numerelor rationale pozitive si a adunarii numere-

lor intregi.

Pentru orice doua numere rationale x si y se defineste numadrul rational unic, notat x + y, numit suma numere-
lor x si y. Operatia prin care se asociaza fiecdrei perechi de numere x si y suma acestora se numeste operatia de
adunare, iar numerele x si y se numesc termenii adunarii.
Pentru a calcula suma a doua numere rationale, procedam similar modului de calcul de la numere intregi, cu
respectarea tehnicilor de la operatii cu fractii.

Caz x>0siy>0 x<0siy<0 x>0,y<0si|x|>|y| |[x>0siy<0si|x|<|y]|
Mod de calcul | x+y>0si X+y<0si X+y>O0si X+y<O0si
x+y=|x|+|y| x+y=-(x[+ly) | x+y=[x|-|y| x+y=-(y[-|x].
Interpretare P y y
geometricd Qx,._ ¥y . A ) 0 x o X
0 X+y | x+y 0 Oxiy x¥Y 0
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Operatia de adunare a numerelor rationale pastreaza proprietdtile adundrii numerelor intregi.

Adunarea este asociativd: (x + y) + z=x + (y + 2), oricare ar fi x, y, z numere rationale.

Adunarea este comutativd: x + y = y + x, oricare ar fi x si y numere rationale.

Numdrul 0 este element neutru pentru adunare: x + 0 = 0 + x = x, oricare ar fi numarul rational x.
Pentru orice numadr rational x, exista opusul sau, numadrul rational —x astfel incat x + (-x) = (-x) + x =0.

in multimea Q, pentru oricare doua numere rationale se defineste numarul rational x — y = x + (- y), care se

numeste diferenta numerelor xsi y.

Pentru oricare doud numere rationale x si
y, diferenta x — y este suma dintre numa-
rul x si opusul numarului y.

In limbajul simbolisticii | +3,7 - (+7,3)
matematice =-(73-3,7)=-3,6;

X-y=x+(-y)

oricarearfix,y € Q.

+3,7+(-7,3) =

-3,7-(+7,3) =-3,7+(-7,3) =

-3,7+7,3)=-

1. Fara a efectua calculele, estimati ordinul de mdrime al rezultatelor si stabiliti daca afirmatiile pot fi

adevarate.

a)139+485=76,4; a)13,9<205si48,5<50=139+48,5<70,nuare loc egalitate.
b) 900 - 596,9=294,1.  b) 596,9 < 600 = 900 - 596,9 > 300, nu are loc egalitate.
2. Efectuati calculele, folosind, eventual, proprietatile adunarii:

a)12)-2; 2 12-1.2 9

a)1(-s=—-—-2-2

9 9 9 9

1,29 4 16 1 4\ 29 16
b) -t =t —— [+—+]| —— | =
313 3 13 3 3) 13 13

29_&_16_1_9 _i
13 3 13 3 13 3

4 29 16 1- 4 29— 16
3}} {13 ( 13}} 3 13

Calculati, folosind comutativitatea si asociati-
vitatea adunarii numerelor rationale:

a) %—3+ g; (4] —4+(—%]—(—%)+(—3);

b) -Z- L -2, d)2,15-1,66)+ (-2,65).
5 15 5

Calculati suma dintre numarul a si opusul
numarului b:

a) a=—2§ sib=+22;

byao 1 233, 5.3 1
7 77 777 ° 7 14 21

Calculati diferenta dintre numarul ¢ si opusul
numadrului d:

a) c=—3§§id=—3,3,

ool 2gqn 2 1
25 75° 25 75
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6. Se considera numerele:

5
Xx=—1,5--=|+]-1 |—(——);
8
5 5 8 11 17
y=|-=|+|-1-=|siz=—+|-—— |+ | ——
4 8 9 18 36

Calculati numerele
a) x,ysiz b) x—ysix+z

7. Efectuati calculele:

a) 242 870 2 (017 o0
7 \6 42 9 6

] L A IS B L
5 4| 20 8 9 72

ﬁ, Minitest

Trei biologi fac observatii de mediu pe suprafete
diferite, intr-o rezervatie, dupa cum urmeaza:

1
primul pe s din suprafata rezervatiei, al doilea
4 L .
pe s din suprafata rezervatiei, iar al treilea pe

2 . -
5 din suprafata rezervatiei.

a) Calculati ce parte din suprafatd ramane de
studiat dupa terminarea activitatii biologilor.

b) Verificati daca suprafata ramasa pentru studiu

L 2 .
depaseste E din suprafata rezervatiei.

30p | 1. Copiati pe caiete si completati in casetele libere litera A, daca propozitia este adevarata si litera F,

daca propozitia este falsa:
Propozitia A/F

< 1
60p | 2. Ordonaticrescator numerele a = Y +—;

Propozitia A/F

3 1
—=1——| -2—|>-0,3.
P 4( 4j

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

inmultirea numerelor rationale. impartirea numerelor rationale

n

a .b . a-b
Produsul fractiilor ordinare — si —, n#0si p #0, este fractia ordinara E .
p :

ab_ab
np n-p

. . . . - . .. b .
Observatie. Numarul natural b se poate scrie ca fractie ordinara cu numitorul 1, adica T' iar produsul dintre

ba_ba_ba

< . . a .
numarul b si fractia — vafi —-—=
n 1T n 1n

.

ol Descoperim, intelegem, exemplificam

A

N

Inmultirea numerelor rationale este operatia prin care fiecarei perechi de numere rationale x si y i se pune in
corespondenta produsul lor, adica numarul rational unic x - y.
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Modul de calcul rezulta din ceea ce cunoastem de la inmultirea numerelor intregi si de la inmultirea numerelor

rationale pozitive.

Caz/ mod de calcul

Exemple

Dacax>0siy>0,atuncix-y>0six-y =|x]|:|y]|-

(+3,5) - (+0,2) =

+0,75. Scriem, de reguld, 3,5-0,2 =0,75.

Daca x>0siy<0,saux<0siy>0,atunci
X-y<Osix-y ==(x[-|y]).

0-x=x-0=0, oricare ar fi numarul rational x.

Dacax<0siy<0,atuncix-y>0six-y =|x]|:|y|-

(+12) - (-0,2) ==(| +12|-| -0,2]) =-(12-0,2) = -2,4.
(-1,2)- (+2 |—12| [+2))=-(1,2-2)=-2,4.
0-(+3,7)= (+3,7)-o:o,o-(—3,5)=(—3,5)-o:o.
(-4,2)-(-7,5)=|-4,2|-|-7,5|=42-7,5=31,5.
(-2)-(-1,9 -|—2| |-1,9]=2-1,9=38.

Retinem!

&
N

Regula semnelor la inmultirea numerelor rationale

1. Produsul oricaror doua numere rationale, ambele pozitive sau ambele negative este un numar rational

pozitiv.Daca x>0siy>0saux<0siy<O0,atuncix-

y>0.

2. Produsul oricaror doua numere rationale, dintre care unul este pozitiv, iar celdlalt este negativ, este un

numdr rational negativ. Dacd x > 0siy <0, saux <0

3. Modulul produsului a doud numere rationale este egal cu produsul modulelor acestora.| x-y | =| x| - |

oricare ar fi numerele rationale x si y.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

siy>0,atuncix-y<0.

vl

Daca unul din factori este fractie zecimala periodica, se scriu ambii factori sub forma de fractii ordinare si se
efectueaza apoi inmultirea, avand in vedere ,regula semnelor la inmultire”.
In situatii de acest fel, se recomanda ca rezultatul inmultirilor sa fie prezentat sub forma de fractie ireductibild.
Pentru a usura calculul, se pot face simplificari ale fractiilor care intervin sau simplificari ale rezultatului.
Inmultirea numerelor rationale pastreaza toate proprietdtile inmultirii numerelor intregi. In plus, numerele
rationale nenule sunt inversabile (asa cum stiam din clasa a V-a despre numerele rationale pozitive).

Proprietatea

In limbajul simbolisticii matematice

Inmultirea numerelor rationale este asociativd.
Inmultirea numerelor rationale este comutativd.

Numarul 1 este element neutru pentru inmultirea
numerelor rationale.

Orice numar rational nenul admite un invers.

(x-y)-z=x-(y-2),oricarearfix, y, z €Q.

x-y=y-xoricarearfix,y € Q.

1-x=x-1=x,oricarearfix e Q.

Oricare ar fi x € Q, x # 0, existd numarul rational —

X
oA T 1
. o astfelincatx- — = — -x=1.
Atentie! 0 nu admite invers. X X
Inmultirea numerelor rationale este distributivéi fatg | Oricarearfix,y,z € Q,
de adunare si scadere. X-(y+2)=x-y+x-zsix-(y-2)=x-y-x-z
Pentru compararea si ordonarea numerelor rationale este utila si proprietatea de monotonie, adica:
Daca x si y sunt numere rationale, x <y, iar z este . . -
< y - P 4 Daca x < 2,5,atunci2-x<2-2,5,adica 2-x<5.
numar rational pozitiv, atuncix-z<y- z.
Daca x si y sunt numere rationale, x <y, iar z este Daca x < -0,5, atunci (-3) - x > (-3) - (-0,5), adica
numar rational negativ, atuncix-z>y- z. -(3:x)>+1,5.
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1
g, abeZ,a#0,b#0,atunci —=9.
X a

Dacax=

. 1 b . . .
Numarul —=—, a#0, b#0 , este inversul numarului
X a

X= E,a;to,b;to.
b

. a . . .
Numarul x = E' a#0, b0, este inversul numarului

x:z,)ﬂ_l_i Scriem
3 x 2
-1 -1
2) 23 Si 3 :E.Analog
3 2 2 3
2

1 b -1 _ -1 -1
X a not 3 _3 2
Inversul numarului rational nenul x se noteaza x ', deci — = x ', x # 0.

, < . f e 1 2
Pentru oricare doua numere rationale In limbajul simbolisticii | (+2) : (-0,5) = 2:[——)=2~(—Tj=—4;

xsiy,y#0,catul x:yeste produsul din-
tre numarul x si inversul numarului y.

impartirea la 0 nu are sens!

matematice

x:y=x-y~', oricare ar
fixeQ si yeQ".

DI

o . . '
Observatie. Impartirea x:y,unde x € Q, ye Q, y #0, se scrie frecvent sub forma de raport: x : y =—.
y

Determinati numarul
rational x, stiind ca

z——E Si x z—E
y 7 3 y 29"

Efectuati impartirile si
scrieti rezultatele sub
forma de fractii ireduc-
tibile

Do Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

e @<

1. Scrieti ca produs de numere rationale:
a) 2+ (-2)+(-2);

o ((0)
(D)

10 termeni
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1 16
Folosind asociativitatea inmultirii, x- y - z= 4—2 se poate scriex: (y-z) = 29"
2 1
== :—6,ad|cé
7) 49
1
11 1 42 T3 11 1 g3
— = —=2:b)2=—:—=——-""=-3
2 4 2V 1 1T 39 L
9
2. Calculati:

a) numarul rational de patru ori mai mare
., 2
decat —;
9

b) triplul numarului rational 2,25;
c) produsul dintre numarul -3 si opusul

. .5
numarului —6.



Efectuati inmultirile: 9. Efectuati impartirile:
3 1 5 25 2 2
a) 4| ——|; ) —-(-8); a) —:—; d) —1=:| 2=
w3 g e 2{3)
3 8 5 10
b) -=-10 d) 12-(-0,25). b) ——:— e) —— :20;
) 3 ) ( ) 9" 18 3
Efectuati inmultirile, scriind rezultatul ca fractie 3 15 23
ordinara ireductibila: ) 16l 8 ) f) o: 9
6( 2 -10 -7 . C .
a) =179 ; c) =5 % 10. Efectuati calculele si scrieti rezultatele sub forma
3 s 5 57 de fractii ordinare ireductibile:
S B R ! ! -
5 T3 ~4,8
) . . a2; b -3; o = 4 2
Folosind, eventual, comutativitatea si asocia- 1 1 -1,6 0,1
tivitatea inmultirii, efectuati: 4 9
5 3
a) 0,2'(—2) (=10); ) —ﬁ'0,121'(—1000). 11. Efectuati calculele:
9 3 515 ( 45
7 a) 2-—:—; ¢ —5:—=|—:|—|;
b) —045- —— |-100; d)-9,8-17,92-0-9. 8 4 2) 4 4
27 10 (25
Scrieti inversele numerelor: =; ——;-5; 21;0,7. b) -3-— >7 (_gj; d) -13:(-12:0,3)).
8 4 3
Copiati tabelul pe caiete si completatiin casetele 12, Folosind distributivitatea inmultirii fatd de adu-
libere rezultatele corespunzatoare. nare si scadere, efectuati:
X 3 1 -1 | =12 5 (3 7 (8
5 |7 a) —| =+2|; o —-|=--8;
27 '3 (2 j & (7 )
l -= 2— 10 5 2 3 15
X > 3 b) | —+—|-(-18); d | -—— ||
9 6 35 4
! 111
X'; 13. Se considera numerele a=—+—+— si
2 4 6
1 1 1
a o . e :_+_+_'
Efectuati impartirile: 2 22 44 66
a) —24:1.2 <) -33: 3’ a) Calculati2-a—22-b.
b) —6,3:(-0,9); d) -5,(5) : 2,(2). b) Demonstraticaa=11-b.
Minitest b 8
1. Alegetivarianta corectd de rdspuns. Doar un rdspuns este corect.
20p a) Produsul numerelor rationale —1 % si 3,75 este:
A.-1; B. +3; C.-6; D. -8
.3 9
20p b) Rezultatul calculului Z: BT :[-1,(3)] este:
A.-0,5; B.1; C.-1,5 D.3.
25 5° , ,
50p 2. Dacdam=-04-— sin=—-—= :(=2,5), calculatim-nsim:n.
8 — Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Puterea cu exponent numar intreg a unui numar rational nenul.
Reguli de calcul cu puteri

4%

a3l Descoperim, intelegem, exemplificam

V4

N

Pentru orice numar rational nenul x si pentru orice numar natural n = 2, puterea a n-a a numarului x se noteaza
x"si se defineste prin: x" =x-x-X-..-x .
%/_/

den ori
Daca x este un numar rational nenul si n este un Oricare arfix € Q,x=0sioricarearfin e N,
numar natural nenul, atunci puterea a n-a a numaru- .
lui rational x ' se noteaza x ™ si se numeste puterea et _(X_1 )n cau x~" = 1
cu exponent —n a numarului x. B Ax )
n n -1 -n n n
a « . . a a a b N a b b
Dacid X=—,d€Z ,beZ ,atuncix"=| = | =—; x'=| = | == jarx"=| 2| =| 2| =—.
b b b" b a b a a’
Conventii: x° = 1 si x' = x, oricare ar fi numarul rational x, x # 0.
0" =0, oricare ar fi numarul natural n, n = 0. 0° nu are sens!

Exemple.

72 2 4 a7t
1 R A
3 1 5 5
Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Regulile de calcul cu puteri cu exponent intreg ale numerelor rationale sunt similare celor de la puteri cu expo-
nent natural ale numerelor rationale pozitive.

bl
N

A

Il
—_
N
\_:
N

Il
VR
N | —
N—
A

Il

= —

5|
N\
w| =
N—
N

Il
1

Denumirea regulii Regula si conditiile de aplicare

1. produsul a doua puteri care au aceeasi baza X™ . x"=xm*" oricare ar fix € Q sioricarearfim,n e Z.
2, catul a doua puteri care au aceeasi baza X™:x"=xm-" oricare ar fix € Q'si oricare arfim, ne Z.
3. puterea unei puteri (xmn = x™n, oricare ar fi x € Q"si oricare ar fim, ne Z.

4. puterea unui produs (x-y)m=xm-ym oricarearfixe Q", ye Q" sime Z.

Consecinta:Dacdx € Q" sine Z,

AtuNCi (—x )" = (1)7 - x (-x)"=x",daca n este par i (—x )" =-x", dacd n esteimpar.

5. puterea unui cat (x:y)m=xm:y™ oricare ar fix, y € Qsi oricare arfime Z.

-2
Calculati in doua moduri: a) [%j ; b) (_2)‘3.
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2 -2 l 2
22 [y 3y 32 o9 (EJ_Z_ﬁ_ 1 _\2) 11199
a’@ (5) (5] "7 2 3/ 37 (3)7 (1) 479 4 4
B 1 3
5T _13[1J3 1 3 G (1Y (1Y
2. a) Demonstrati céx‘":ln oricarearfix € Q, x# 0 si oricare arfine Z.
X
b) Folosind relatia data la subpunctul a), calculati 3% 10-3;(0,1) =3, 9%
n n
(o (1 o1 o
a) x =(x ) =|—| =—=—/oricarearfix e Q, x#0sioricare arfine Z.
X x" X"
1 1 1 1 _ 1000)
b) 3% =—=—;10"=—=—"=0,001; (0,1)° = L. ~1000; 92 =+ -1
3% 81 10° 1000 (0,1)° 0,001 92 81
Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
AN ARN G AY
1. Scrieti ca putere, precizand in fiecare caz baza d) (-0,3)%:(-0,3)%; h) (__j .[__J : (__j )
puterii si exponentul puterii: 2 2 2
) 11 4, Scrieti ca putere cu baza un numar rational:
a) ——;
33 3°
9;-8§; l;0,01;—0,027; T
(30 R
2 2 2) 5. Copiati tabelul pe caiete si completati in casetele

)25-25-25-25; libere litera A, daca propozitia este adevarata si

d) [_Ej(_ij(_éj(_éJ(_éj litera F, daca propozitia este falsa.
3 3 3 3 3

2. Efectuati calculele: Propozitia A/F
a) 43 , d) (_011)6;0 0,42-0,45=0,42+5
S 3 M S AR
c) _i 3, f) _ij ° 233 °
3, 9 [(-0.5) | = 0,57
3. Efectuati calculele

AERAS (T 2y
a)|—||-—1|;: e ||-—— ; (——j este un numar rational negativ.
2 2 3 7

4 06?-0,6*=0,6°3

e ETE
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6. Calculati:

('

42
24 36 3 59 (5) . < [—J ;
e AU E RGN :
3 4 7 7 d) (_1)—4.

7. Copiati pe ca1iete si completati tabelul folosind 9. Fie numerele
relatia x ~"=— oricare ar fi x € Q, x # 0 si oricare 2\ 2\
arfinez. * a= [—g) [-g] ,

1 3 5 -2
a | - | 05| -2 | -= | 4 c=|-2] [22] (a5
2 4 > S] =)
a’ Demonstraticda-b-c< —1.
a? 10. Determinati:
a—3

112

Nota:

m
b) numarul intreg m pentru care (—] =3,5;

5 1-n
a) numarul natural n pentru care (—j =T,

3

2
7

. N 2 1
c) cifrap,in baza 10, pentru care 1,p =ZZ.

a

D.d.

D. 4.

8. Efectuati calculele:
-1
) 2 e) (-0,2)°
a - ; - ;
5
b) [0,(3)17; f) 17
_Z Minitest
1. Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.
0’ 2)\* 3)
20p a) Dintre numerele a = (—EJ ,b= (_Ej ,C= (—Zj sid=(1-2+ 3 -4), este pozitiv numarul:
A.q; B. b; C.c
1\
20p b) Numarul rational (_EJ este egal cu:
A.2; B.-2; C.-4
2 3 4
5 5
20p ¢) Rezultatul calculului 222 )| —=| este:
2 2 2
A.—E; B.E; C.—2—5;
2 2 4
2, 3"
15p a) Calculati (Ej , pentrune{-1,0,1, 2, 3}
3 n
15p b) Deduceti valorile numarului natural n pentru care 1 < (Ej <3.

Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.



Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Adunatrea si scdderea sunt operatii de ordinul |, inmultirea si impdrtirea sunt operatii de ordinul ll, iar operatiile
cu puteri sunt operatii de ordinul Il
Din lectiile anterioare, deducem si urmatoarele reguli de calcul:

x-0=0-x=0,oricarearfix e Q. Xx-(-1)=(-1)-x=-x,oricarearfix e Q.
IR

(=X)-(-y)=x-y,oricarearfixe Qsiy € Q. xnz(—) =—n,oricarearﬁxeQ,x¢0§ioricarearﬁneZ.
X X

-x+y)=(-x)+(-y)=-x-y,oricarearfi x-(y+2z) =x-y-zoricarearfix,y,ze Q.
X,y Q.

Observatie. La eliminarea parantezelor care contin sume, semnul ,—" in fata parantezei schimba semnele
tuturor termenilor din paranteza.

ol Descoperim, intelegem, exemplificam

)

N

Ordinea efectudrii operatiilor cu numere rationale este similara ordinii efectudrii operatiilor cu numere ratio-
nale pozitive, studiata in clasa a V-a.

.ﬁ. Retinem!

1. Daca exercitiul contine doar operatii de acelasi ordin, acestea se efectueaza in ordinea in care sunt scrise,
de la stanga la dreapta.

2. Daca exercitiul are operatii de ordine diferite dar nu contine paranteze, atunci se efectueaza operatiile de
ordin trei, apoi de ordin doi si la final de ordinul intai, respectand ordinea de la 1, adica:

Pasul 1. Se efectueaza operatiile cu puteri si ridicarile la putere.

Pasul 2. Se efectueaza inmultirile si impartirile, folosind rezultatele de la etapa anterioara si respectand
ordineadela 1.

Pasul 3. Se efectueaza adundrile si scaderile, folosind rezultatele de la pasul 2 si respectand ordinea de la 1.

Observatie: Operatiile cu puteri se pot efectua in etapa pregatitoare sau pe parcursul rezolvdrii, atunci cand
dorim sa scriem unele numere intr-o forma care sa simplifice calculele.

3. Daca exercitiul contine si paranteze, atunci:

Pasul 1. Se efectueaza calculele din parantezele rotunde, respectand ordinea descrisa la 2.

Pasul 2. Se transforma parantezele patrate in paranteze rotunde, acoladele se transforma in paranteze
patrate.

Pasul 3. Se efectueaza calculele din noile paranteze rotunde, respectand ordinea descrisa la 2.

Pasul 4. Se continua, in acest mod, pana cand se elimina toate parantezele, apoi se efectueaza calculele fara
paranteze.

Vom avea grija ca fractiile rezultate in urma calculelor sé fie ireductibile.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Exercitiu rezolvat
-2
1 155
Scrieti numarul {—1—%:(—%j —%]:[H— —j sub forma de fractie ordinara ireductibila.
Efectudm: Calcul
-2 2
operatii cu puteri, _l_ﬂz[_lj 2 _l_ﬂ,(_lj _2 :(_l_ﬂ.lj}
ridicari la putere 15 5 3 9 15 5 3 9 15 5 9 9
inmultirea din /14 2y (L7 14 2
paranteza rotunda 15 5 9 9 15 45 9
714 2) (Y7 14 T2 (21 14 10 45
adundrile si scaderile 15 45 9 15 45 9 45 45 45) 45
din parantezele 1 155 1 15501 1 5 6
2 | rotunde H—t— | =|1+=F+— |=|1+=+=|=|1+=|=(14+2)=3.
=) 3 3 9 3 3 3
o
A . e
operatia de impartire, 1 1
folosind rezultatele (-1):3=-1—=——
obtinute 3 3
Model de redactare
_l_ﬂ.(_ljz_z (1,2, 055) | 7 14 1Y 2] (1, 1555
15 5°( 3 91l "3 93 15 503/ 9| 3 93
3) 5)
_(_l_ﬂ.l_i il 2ol 208 T2 gy (21 14 100 Sy T
15 5 9 9 3 3 15 45 9 45 45 45 45 3

1. Calculati, respectand ordinea efectudrii operatiilor:

TR

a) 5+ | —— -2 z
8

2(2 6 '

2

2
4\ 2 5 1 »
b) 0,8)+| —— | :—; d)(0,5): —+(-2)
@3] 3 @
. . 13

2. Fienumerelea=0,3)sib= 39"

Calculati numarul ¢ = (a — b) - (a + b) si precizati

daca este negativ, pozitiv sau nul.

Ny

3. Demonstrati ca (—) (—j —37% este numar na-

tural. 3 3

114

4. Efectuati calculele si exprimati rezultatele sub
forma unei fractii ordinare ireductibile:

a) 0,(7) L +2,3)-3%
21

b)

c) 6:1,5+1:0,2)-(-0,1)%

3 2
15
d) 2 : 2 —1|-— +15;
5 5 14
2 1 3 5 11
2——|+|——+—|[:|1,2°-2,65)-—
e" 3H12 4D( )



5. Se considera numerele 7. Efectuati calculele:

=g. L _2. —+0,255ib=3,6) +

7 34

w |

(12)

32 8 3

a) Calculati numerele rationale asi b.

1 _ 1 _ 1
b) Determinati numerele naturale m si n pentru b) (1—5)(1—3 1)’[1—2)(1—5 1)'[1—3}
carem-a+n-b =9.
5
. idars 1 1
6. Se considera numerele 0 (__j ‘(1_)(_2)4;
o 123 22
=2 344-" 238 . @ mm {1 2}
24+ T+ —+— 3) U'3) |16 o |
2 3 2 3 4 3 3 169

Efectuati calculele si stabiliti valoarea de adevar g, calculati media aritmetica a numerelor:

a propozitiilor:
p,:17-c+5=25-d,

x=(2"+27+27 ) (2" 42704205

p,c>d;

AR T

Minitest

30p

50p
10p

a

1. Asociati fiecarei cifre care indica un calcul din coloana A, litera care indica raspunsul corespunza-
tor, aflat in coloana B.

A B

1 7

1.1+ | —=|:025= a. —
( ZJ

2. (33 -3_2+44.4—3); (_4§j= b. -1

(-2 (-3) “73
F e T d. -2

2. Se considera numerele rationale
a=1:[12 22 |, b=2s[ L2 O lusrgie[ 219, 15 o)
7 14 21 42 35 24 72 144

a) Determinati numerele g, b, si c.
b) Demonstratica 2 - (a- b- ¢) este patratul unui numar rational.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Ecuatiide tipulx+a=b;x-a=b;x:a=b;(a#0);a-x+b=c,
undea, b, ce @

Relatia de egalitate, pe multimea numerelor rationale, este:

a) Orice numar rational este egal cu el insusi, adica a = g, oricare arfia € Q.
b) Dacda,be Qsia=b,atuncib=a.
) Dacaa, b ce Q a=bsib=catuncia=c.

Pornind de la o egalitate, folosind operatia de adunare, operatia de scddere, operatia de inmultire sau opera-
tia de impdrtire a numerelor rationale, obtinem urmatoarele transformdri echivalente:

Dacda,be Qsia=b,atuncia+c=b+csia-c=b-c, oricare arfic e Q.
Dacaa,be Qsia=b,atuncia-c=b-c, oricarearfice Qsia:c=b:c, oricarearfice Q,c#0.

Cristian este pasionat de prepararea deserturilor. Cadoul de ziua surorii lui va fi un

tortulet de ciocolata. Ciocolata reprezinta 20% din tort si cantareste 250 g.

a) Calculati cantitatea de ciocolata de care mai are nevoie, exprimata in g, stiind ca
are deja 0,150 kg de ciocolata.

b) Calculati masa tortului pe care il face Cristian, exprimata in kg.

a) Fie x masa ciocolatei de care mai are nevoie. Atunci, cum 0,150 kg = 150 g, obtinem ecuatia 150 + x = 250,
Cu necunoscuta x, cu solutia x = 250 — 150, deci x = 100 (g).
b) Fie t masa tortului, exprimata in kg. Masa ciocolatei reprezinta 20% din t. Cum 250 g = 0,25 kg, obtinem
20

20 P - L .20
ecuatia ﬁ-t:0,25 cu necunoscuta t. Impartim ambii membri ai ecuatiei la — si obtinem t=0,25:E.
5 1
Cum 0,25:£= 25 '10ﬂ =£=1,250 , rezultd t = 1,250 (kg).
100 100" 20* 4

a) Cristian mai are nevoie de 100 g ciocolata. b) Tortul de ziua surorii lui cantareste 1,250 kg.

%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Rezolvarea problemei de mai sus a condus la formularea si la rezolvarea a doua ecuatii, in multimea numerelor
rationale.

Ne propunem sa rezolvam in multimea Q sau in submultimi ale multimii Q, ecuatii care pot fi scrise in una din
formele:x+a=0b; x-a=b; x: a=b;a=0saua- x+b=c,undea,b, ce Q.

Am notat necunoscuta cu x, dar in probleme, putem folosi orice altd notatie. Numerele g, b, ¢ sunt cunoscute
si se numesc coeficienti ai termenilor ecuatiei.

Toate ecuatiile de acest tip se rezolva prin metoda mersului invers, folosind proprietatile operatiilor cu numere
rationale si transformdrile echivalente ale egalitatilor, amintite mai sus.
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1. x+a=b;a,beQ

Exemplu

x+a=b|-a

X+29=12]-29

x=b-a. x=-1,7.
S={b-a} S={-1,7}
2. x-a=b;a,beQ Exemple

a) Daca a =0, ecuatia devine: x- 0 = b.
Are loc egalitatea doar pentru b = 0, si obtinem:
S=,dacab=#0siS=Q,dacab=0.

i)x-0=1, imposibil si S= .
ii)x-0=-14+2:2<x-0=0,
adevdratd, oricare arfix eQsi S= Q.

b)Dacda=0,x-a=b|:a

x=b:a. >
1
S={b:a} x:Z (——j S X=—— E<:>x=—§,5={—3}
5 3 5 5
3. x:a=b;a,be Q,a=0 Exemplu
x:a=bl-a X:35=-2]|-35
x=b-a. x=-2-35
S=1{b-a} x=-7siS={-7}.
4. a-x+b=cabeQ Exemple

a) Dacaa =0, devine:x-0+b=c.
Are loc egalitatea doar daca b = c si obtinem:
S=0,dacab=csiS=Q,dacab=c

i) 0-x+3=5< 0:-x=-2,imposibil siS=.
ii) 0-x+3=5-2< 0-x=0,adevarata, oricarearfix € Q
siS=Q.

b)Dacda#0,a-x+b=c | -b
a-x=c-b|:a
x=(c-b):a.
S={(c-b):a}

-12-x+3=5|-3
“1,2-x=-2] :(-1,2)

X=-2: 12 & x=2 12
10
2
Dar,2:E=2-E =X1-i=5,decix=§§i5= > )
0 12 % 3 3 3

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

De multe ori, ecuatiile pe care trebuie sa le rezolvam pot fi aduse la una dintre formele de mai sus, folosind

proprietatile operatiilor cu numere rationale.

Retinem!

Rezolvarea unei ecuatii consta in:

1. aducerea ecuatiei la o forma cunoscuta, prin prelucrarea acesteia pe baza proprietatilor operatiilor cu

numere rationale;

2. rezolvarea ecuatiei obtinute folosind algoritmul cunoscut;
3. scrierea multimii solutiilor in conformitate cu multimea in care se cere rezolvarea.
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x-3 7- 5x
Rezolvati ecuatia: — + =
2 7 14

X X
= = =
2 7 14 2 7 14 14

13 13
S9X+5x=7+6=14x=13cu x=—; S=9—7+.
14 14

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Alegeti litera care indica ecuatia a carei solutie

este numarul —
A.x+25=1,5;

’

,(3)=0,3

WNI\I
NI—\

C.x+
B.x+(-2)*=-1; D.x+
1 1
2. Rezolvati ecuatia x +E:§ si alegeti litera care

indica multimea solutiilor ecuatiei.

ceblf ey
el el

1 1
3. Se considerd ecuatia 3 X 7 =-0,25.

Precizati, argumentat, daca ecuatia are solutie in

multimea A= {—2; 0; %}

4. Rezolvati in multimea numerelor rationale ecu-
atiile:
a) x+3,4=-0,15;
b) 3-x+2=-10;

d)x+3,3)=0,3;
e) 2,3 X — 4,6 = 619;

c)-5-x+ z=5,4; f)x:§+4=—12.
5 8

5. Rezolvati ecuatia 9 — 2 - x =0 in multimile:
a) N; b) Z; c) Q.

6. a) Determinati numarul rational g, stiind ca -2
este solutie a ecuatieia-x+5=8—a.

b) Determinati numarul rational b, stiind

< < 1 . -
ca numarul -3 este solutie a ecuatiei

‘X+b=1 +9.
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Intrucat nu se precizeaza multimea in
care cautam solutii, vom rezova ecuatia in Q.

9x—-6 7-5x

7x 2x-6 7-5x
_+ e

& 9Ix-6=7-5x&

14 14 14 14

7. Rezolvati ecuatiile:
a) 4-x+3=-—x+18;
b)2-x+1)=-4-x+2;

c) X 41 =x-0,5;
4

[ ]
9 (8
i) O,g_X _ —-X X_217
0,6 2 03 '

3] 1
)| x=>|=—;
) 4‘ 8
K [07-X|=g;
) 2+ X _q|=

3

8. Determinati numarul natural ab pentru care are

loc egalitatea: ab+a—b+% @—120
3 32 33



Minitest P 3 8

1. Alegeti varianta corecta de raspuns. Doar un raspuns este corect.

1
25p | a) Solutia ecuatiei X_E =2,3) - % - X este numarul:

A.E; B.l; C.E; D.—E.
5 3 3 3
3
25p | b) O ecuatie echivalenta cu ecuatia §—1 :_5 este:
A.x-5=0; B.1+x=0; C.1-x=0; D.x+5=0.

2. Rezolvati in multimea numerelor rationale ecuatiile:

_9? 3 7
4x10p a)x+3,5=175 b) x:2 52 =13)+2; ¢ X-[—Ej=(—1,5)2; d) Z-(x+1)=7—3,5.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor

Multe dintre problemele intalnite in practica au ca model matematic ecuatii. Rezolvarea problemei presu-
pune rezolvarea ecuatiei corespunzdtoare, in multimea impusa de contextul in care are loc problema.

& Gn A T
%;/@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Atunci cand problema poate fi reformulata printr-o ecuatie cu solutii in multimea doritd, rezolvarea problemei
presupune parcurgerea urmatorilor pasi:

Pasul 1. Stabilirea necunoscutei, realizarea notatiei, scrierea in limbaj matematic a relatiilor intre marimile care
apar; — Pasul 2. Scrierea ecuatiei; — Pasul 3. Rezolvarea ecuatiei; — Pasul 4. Interpretarea solutiilor ecuatiei,
tinand cont de domeniul in care cautam solutiile problemei — Pasul 5. Formularea concluziei.

Observatie. Este util sa verificam solutia sau solutiile obtinute, pentru a corecta eventualele greseli.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvatad

Parintii Soniei au aceeasi varsta (exprimata in ani). Varsta Soniei este o cincime din varsta mamei.
Peste doi ani, suma varstelor celor trei membri ai familiei, va fi 94 de ani.
Determinati varsta actuald a Soniei si varsta actuala a mamei.

Rezolvare

Varianta I. Determinam mai intai varsta Soniei. Necunoscuta va fi varsta actuala a Soniei.

Pasul 1. Fie x varsta Soniei. Atunci, varsta mamei este egald cu | Pasul 2. (x+2) +2-(5-x+2) =94,
cea a tatdlui si este 5 - x. Varsta Soniei peste doi ani va fi x + 2, iar
varsta fiecdruia dintre parintivafi 5 - x + 2.
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Pasul3. (x+2)+2-(5:-x+2)=9%4<x+2+10-x+4=9% <

S(1+10) x+6=94< 11-x+6=94
11-x=88 |11
x=8.

| -6

Pasul 4. Varsta se exprima prin numere
naturale, 8 este numar natural si

5 . 8 = 40, este numar natural, deci pro-
blema are solutia unica.

Pasul 5. Sonia are 8 ani, iar mama are 40 de ani.

Varianta a ll-a. Determinam mai intai varsta mamei. Necunoscuta va fi varsta actuala a mamei.

Pasul 1. Fie x varsta mamei. Atunci, varsta Soniei este E-x, iar

cea a tatalui este x. Peste doi ani, mama va avea x + 2 ani, ca si

. . 1 .
tata, iar Sonia va avea E-x+2 ani.

Pasul 2. (X+2)+(x+2)+%-x+2=94

Pasul 3. (x+2)+(x+2)+%-x+2=94<:>

<:>x+2+x+2+%-x+2=94<:>

<:>(1+1+%j-x+6=94<:>(5)2+%J-x+6=94<:>

@%-x+6:94 | -6

Pasul 4. Varsta se exprima prin nu-
mere naturale, 40 este numar natural,
40 : 5 = 8 este, de asemenea, numar natu-
ral, deci problema are solutie unica.

Pasul 5. Mama are 40 de ani, iar Sonia are
8 ani.

Observatie. Alegerea  necunoscutei
poate fi diferitd, obtinand ecuatii di-
ferite, dar rezolvarea si interpretarea
corecta a solutiilor ecuatiilor asigura re-
zolvarea corectd a problemei.

s®3 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
@

5"

Dublul numarului a este cu 1,2 mai mare decat
1 . < <

5 Comparati numarul a cu numarul 0,85.
Determinati r € Q, stiind ca, daca il inmultim

4 . . oA
cu T obtinem acelasi rezultat ca atunci cand

scadem din el 10.

Ana si Maria au rezolvat, in total, in vacanta de
vard, 72 de probleme de matematica. Stiind ca
Maria a rezolvat cu 20% mai putine probleme
decat Ana, determinati numarul de probleme
rezolvate de fiecare dintre cele doua eleve.

Calculati masurile a doua unghiuri complemen-
tare, pentru fiecare din situatiile:
a) Diferenta masurilor unghiurilor este 18°.

7
b) Raportul masurilor unghiurilor este 3
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5.

Dintre locuitorii unui oras, 32% sunt elevi, din care

1009 sunt prescolari, 2018 sunt in invatamantul

primar si gimnazial, iar 1565 sunt liceeni.

a) Scrieti o ecuatie care sa foloseasca datele
problemei.

b) Rezolvati ecuatia de la subpunctul a) si deter-

minati numarul locuitorilor acestui oras.

intr-o clasa, sunt 24 de elevi, baieti si fete. Daca ar
mai veni 3 fete, atunci numarul baietilor ar fi ju-
matate din numarul fetelor. Determinati numarul

fetelor din aceasta clasa.

Determinati numarul rational x, stiind ca media

aritmetica anumerelor 12,9 + x, 15 si 3 - x este 16.




25p
25p

Lui Sergiu ii place sa célatoreasca si sa viziteze
obiective istorice si culturale. Pleaca impreuna cu
prietenii sai intr-o excursie. Isi propun sa parcurga
traseul in trei etape, astfel incat in fiecare etapa
sa parcurga aceeasi distantd. Datorita conditiilor
meteorologice, nu reusesc sa respecte planul.
Ei parcurg in prima etapa doar jumatate din cat
si-au propus, iar in a doua etapa cu 15 km mai
putin decat isi propusesera. Stiind ca pana la
destinatie mai au 70,5 km, calculati lungimea
totala a traseului.

Bogdan si-a dat seama c&, in acest an scolar,

n-a prea invatat la fizica. El face calcule pentru a

vedea ce medie ar putea obtine. Stie ca are doua

note de 7, o notd de 6, un 9 si ca mai poate lua o

singura nota.

a) Determinati nota pe care ar trebui sa o obtina
la ultima evaluare, pentru ca media anuala sa
fie 8.

b) Decideti prin calcul daca Bogdan poate obti-
ne la fizicd media anuala 9.

Minitest

40p

Florin pe cartonas.

10.

11.

12.

13.

Raspunzand la toate cele 100 de cerinte ale unui
test, Stefan a obtinut 356 de puncte. Pentru
fiecare raspuns corect, s-au acordat 5 puncte, iar
pentru raspuns gresit s-au scazut 3 puncte.

a) Precizati, argumentat, numarul raspunsurilor
corecte date de Stefan.

b) Calculati numarul minim de raspunsuri corec-
te pe care ar trebui sa le dea un participant,
pentru a obtine la acelasi test cel putin 430 de
puncte.

O bara cu lungimea 5,85 m este impartita, prin
taiere, in trei parti avand lungimile direct pro-
portionale cu numerele 1,2; 1,3; respectiv 1,4.
Calculati lungimea fiecarei bucati obtinute prin

taierea barei.
M N .

A *AB=585m B

Ana are cu 30 lei mai putin decat Dana. Dacd Ana
ar avea o suma de douad ori mai mare decatacum,
iar Dana ar avea o suma de doua ori mai mica
decat acum, atunci cele doua prietene ar avea
sume egale de bani. Calculati suma de bani pe
care o are fiecare.

Natalia planifica banii pe care ii are pentru o

excursie astfel: 20% din suma pentru transport,

55% pentru masa si cazare si restul de 450 de lei,

pentru cadouri sau cheltuieli neprevazute.

a) Calculati suma de bani pe care o are Natalia
pentru excursie.

b) Calculati suma planificata pentru transport.

1

A

1. Un cablu cu lungimea 90 cm se taie in doua parti, una avand lungimea 3 din lungimea celeilalte.
Calculati cat masoara fiecare parte din cablu.

2. Florin scrie un numar pe un cartonas. Trei colegi ai lui scad pe rand, din acesta, numerele 2,3;
3,7, respectiv 7,2 si observa ca adunand numerele obtinute, rezultatul este chiar numarul scris de

a) Formati o ecuatie cu datele din enuntul problemei.
b) Determinati numarul scris de Florin pe cartonas.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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EVALUARE SUMATIVA

I. Alegeti varianta corectd de rdspuns. Doar un rdspuns este corect.

5p

5p

5p

5p

5p

5p

1. Numadrul rational 1,75, scris ca fractie ordinara ireductibild, este:
A.Z B.z; C.Z; D.D.
4 5 5 4
2. Opusul numarului—1,5+0,25 - 5 este:
A.0O; B.0,25; C.-0,25; D.-0,5.
. 3 .
3. Dacd|a+ 5 | =0, atunci a este egal cu:
A.l; B.i; C.—E; D.—z.
3 2 2 3
11 b 4 .. . . .. “
4. Numerele —2,5; —— ; ——;—— sunt scrise in ordine crescatoare atunci cand numarul natural
b . 5 10 2
este:
A. 24; B.19; C.23; D.21.
31
5. Numarul intreg n pentru care n < _ﬁ< n+ 1 este egal cu:
A.-2; B. —4; C.-3; D.-1.
2V ( 2Y
6. Rezultatul calculului | == | :| == | este:
5 5
A.—i; B.+£; C.—i; D.+i.
15 25 125 125

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

15p
5p

15p

5p
5p
5p
10p
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-1
Fie numerele a = 1 ,b=l- 8 5—E sic=24:(-32)-2,75.
5 4 3 3

a) Precizati daca printre cele trei numere sunt numere rationale care nu sunt numere intregi.

et x . a-b-c .
b) Aratati ca numarul d = este numar natural.

. .o x+2 3 1
Rezolvati ecuatia: ————=——.
5 10 2

. Adrian doreste sa-si cumpere un telefon. Studiind ofertele constata ca are doar jumatate din suma

necesard. Andreea, sora lui Adrian, contribuie cu o treime din pretul telefonului, iar bunica lor i da
restul de 150 lei. Notam pretul telefonului cu p.

a) Exprimati suma de bani cu care contribuie Adrian, in functie de p.

b) Exprimati suma de bani cu care contribuie Andreea, in functie de p.

c) Scrieti o ecuatie cu necunoscuta p (pretul telefonului) care sa corespunda datelor problemei.
d) Rezolvati ecuatia si determinati pretul telefonului pe care il doreste Adrian.

Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
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5. NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE

5.1. Unghiuriin plan
Recapitulare si completari

!lfgil Ne amintim y

Figura geometrica formata din doud semidrepte care au originea comund se numeste unghi.
Cele doua semidrepte se numesc laturile unghiului, iar originea lor comund se numeste varful unghiului.

Identificati, in imaginea alaturatd, cel putin trei unghiuri de masuri diferite,
urmarind laturile si varfurile acestora, impreuna cu colegul/colega de banca.

Folositi raportorul pentru a masura unghiurile identificate. Desenati pe caiete,
cu ajutorul instrumentelor geometrice, unghiuri congruente cu acestea si pre-
cizati natura lor (ascutite, drepte, obtuze).

Pentru a raspunde acestor solicitari, folositi cunostintele studiate in clasa a V-a,
amintite si exemplificate mai jos.

¢ Pentru unghiul determinat de semidreptele OA si OB, m

folosim una dintre notatiile:

ZAOB sau AOB sau <BOA sau BOA. A SAOB sau AOB
} i L . ¥BOA sau BOA
4 Daca nu sunt reprezentate mai multe unghiuri cu varful o B %0sau O

0, atunci se poate scrie si €O sau O.

¢ Daca punctul M este situat pe latura OA, iar punctul N A <AOB, <BOA, <MON,

M
este situat pe latura OB, atunci unghiul AOB este identic SNOM, <MOB, <BOM,
hiul MON 0 S JXAON, <NOA repre-
cuunghiu ) zinta acelasi unghi
Interiorul unghiului ABC este format din toate punctele care se afla atat in semipla- A
nul delimitat de AB care contine punctul C, cat si in semiplanul delimitat de BC care ThHABO)
contine punctul A (este format din punctele comune ale celor doud semiplane). B C
Exteriorul unghiului este format din toate punctele care sunt situate in cel mult Ext(<ABC) A
unul dintre semiplanele: cel delimitat de AB care contine punctul Csi cel delimitat 5
de BC care contine punctul A. ¢
<‘/ H o *£: = ™ =l
L 7ol Descoperim, intelegem, exemplificam y Tt

Pentru a exprima mdsurile unghiurilor, folosim gradul sexagesimal si submultiplii sai: minutul si secunda.
Gradul sexagesimal reprezinta un unghi a carui deschidere este a 360-a parte dintr-un cerc.

Minutul sexagesimal reprezinta a 60-a parte dintr-un grad, adica un unghi cu deschiderea egala cu a 21 600-a
parte dintr-un cerc; 1°= 60", 360° = (360 -60)' = 21 600'.

Secunda sexagesimald reprezinta a 60-a parte dintr-un minut, deci a 3600-a parte dintr-un grad, adica un unghi
cu deschiderea egala cu a 1 296 000-a parte dintr-un cerc; 1'= 60" 1° = 3600" 360° = (360 - 3600)"" =1 296 000"

Capitolul 5« Notiuni geometrice fundamentale 123

Competente specifice: 1.5; 2.5; 3.5; 4.5; 5.5; 6.5



Observatie. Mdsura unui unghi se exprima printr-un numar o de grade sexagesimale cu 0° < a° <180°.

in functie de mdsura unghiurilor, acestea se pot grupa in: unghiuri ascutite, unghiuri drepte, unghiuri obtuze,
unghiuri nule si unghiuri alungite.

1. Daca doua unghiuri au ca laturi semidrepte situate pe drepte diferite, adica cele trei puncte cu ajutorul carora
numim unghiul sunt necoliniare, sunt posibile urmatoarele situatii:

Unghi ascutit Unghi drept Unghi obtuz
Un unghi cu madsura mai mare | Un unghi cu mdsura egald cu 90° | Un unghi cu mdsura mai mare
decat 0° si mai micd decat 90° se | se numeste unghi drept. decat 90° si mai mica decat 180° se
numeste unghi ascutit. numeste unghi obtuz.

\ \\\\\\\\\“\\\\n\u 1\4 /W//////({B

Q\\\\\\\j\\\“\“‘““”\”””" WW{ \\\\\\\\\\\\\\\\\»\\m il /W///’//f{ E}
3 W, p
[ N\
\\\///Z// S\\\\: /
A A 0] A 0
0" < 4AOB < 90° <A0B=90° 90° < <tAOB < 180°

2, Daca laturile unui unghi sunt semidrepte ale aceleiasi drepte, adica punctele care numesc unghiul sunt coli-
niare, sunt posibile cazurile particulare:

Un unghi cu mdsura 0° se numeste unghi nul. Un unghi cu mdsura 180° se numeste unghi alungit.
Laturile unghiului nul sunt semidrepte identice. Laturile unghiului alungit sunt semidrepte opuse.
it g
\\\\\\\\E\\\\\i\\\\\:\é\\“\\}" —Jo ’"LH/WW%% \\\\\\\\t\z\\\\\}:\\\\\:\;\\“\\}” 'Jo ’"/"H/W/W%%

<AOB =180°

L
) §

Observatie. 1. Unghiurile ascutite, unghiurile drepte si unghiurile obtuze se numesc unghiuri proprii.
2. Unghiul nul si unghiul alungit se numesc unghiuri improprii.

Doua unghiuri, ABC si DEF, care prin suprapunere coincid se numesc unghiuri congruente.

Doua unghiuri ABC si DEF sunt congruente daca si E D
. . > X N N 3 C \\\\\\\\\\\\\\ AHH\VW((V//////////W/

numai daca au aceeasi masura. gtk ’

Matematic: %&

Daci <ABC = <DEF, atunci <ABC = <DEF. % res %

Daca <ABC = <DEF, atunci <ABC = <DEF. A il

‘ﬁ. Retinem!

<A = <A, oricare ar fi unghiul <A. (Orice unghi este congruent cu el insusi.)
Daca «A = «B, atunci <B = <A. Daca <A = «Bsi «B=«C, atunci <A=xC.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Daca se cunosc masurile unghiurilor A si B, atunci se poate calcula suma masurilor lor (%A + «B).

Model de redactare pentru suma masurilor a doua unghiuri:
Fie <MNP = 57°56'20", QRS = 41°37'2". Atunci: MNP + XQRS = 57°56'20" + 41°37'2"= (57 + 41)°+
+ (56 + 37)" + (20" + 2"") = 98°93'22"" = 98°+ (1 - 60 + 33)'22"" = 98° + 1° + 33 22" = 99°33'22"".
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Daca «B > <A, atunci se poate calcula diferenta dintre masurile lor (xB — %A).

Model de redactare pentru diferenta masurilor a doua unghiuri:

1. Fie SMNP = 57°56'20", «QRS = 41°37'2"". Din MNP > XQRS, rezulta ca se poate calcula diferenta
IMNP - XQRS = 57°56'20""- 41°37'2"'= (57 - 41)°+ (56 - 37)' + (20 - 2)"" = 16°19'18"".

2. Fie MNP = 54°18'21", <QRS = 42°37'35". Din <MNP > XQRS, rezulta ca se poate calcula diferenta
IMNP—-<xQRS=54°18'21"-42°37'35" =53°77'81" — 42°37'35" = (53 -42)°+ (77 - 37)' + (81 -35)" =11°40'46"".

Daca se cunoaste masura unghiului A, atunci se poate calcula produsul (%A) - n, unde n este numar natural
nenul.

Model de redactare: Fie <MPQ = 33°45'12". Atunci, (XMPQ) - 5=(33°45'12"")-5=33°-5+45"-5+ 12" - 5=
=165°225'60" = 165°+ (3 - 60 + 45)' + 60" = (165 + 3)° + (45 + 1)’, deci (XMPQ) - 5 = 168°46'.
Daca se cunoaste masura unghiului A, atunci se poate calcula (%A) : n, unde n este numar natural nenul.

Model de redactare: Daca <MPQ = 122°43’, atunci

(¥MPQ):5=(122°43"):5=[(24-5+2)°+(43)]1:5=[(24-5)°+(2- 60+ 43)'] : 5=[(24-5)°+ (32-5+3)]: 5=
=[(24-5)°+(32-5)+(3:60)"1:5=[(24-5)°+(32-5)'+(36-5)"]:5=24°+ 32"+ 36" = 24°32'36",
adica (xMPQ) : 5=24°32'36".

Observatie. La ultima etapa, daca numarul secundelor nu este divizibil la impartitor, atunci rezultatul
impartirii secundelor se rotunjeste.

{3 . . .
Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
o-@

1.

a) Scrieti unghiurile B
identificate in A
figura alaturata.

b) Precizati elemente-
le (laturile si varful) 0 D
fiecarui unghi de la
subpunctul a).

Desenati, cu ajutorul instrumentelor geometrice,
unghiul ABC cu masura 23°. Copiati pe caiete si
completati spatiile libere astfel incat sa obtineti
afirmatii adevarate.

a) Punctul B este ... unghiului ABC.

b) Semidreptele ... si... sunt laturile unghiului ABC.
c) Masura unghiului ABC, exprimata in minute,

2. Folosind instrumentele geometrice, reprezentati: este..."
a) ununghinul;  d) un unghi obtuz; Desenati semidreptele OA, OB, OC astfel incat
b) un ungh.i ascutit; e} un Lfnghi éluhgit; JXAOB =47°, «BOC = 43°. Determinati, cu ajutorul
c) un unghi drept; f)doud unghiuri congruente. raportorului, mésura unghiului AOC.
3. Infigura de mai jos, unghiul ABC are masura 30°. Analizati fiecare caz posibil.
P C Semidreptele OA si OB sunt opuse, punctele M,
N sunt situate de aceeasi parte a dreptei AB si
30° unghiurile AOM, MON, NOB sunt congruente.
B A a) Realizati un desen care sa corespunda datelor

a) Realizati desenul pe caiet, stiind ca <CBD =90°.
Determinati, cu ajutorul raportorului, masura
unghiului ABD.

b) Comparati masura unghiul ABD cu suma ma-
surior unghiurilor CBD si CBA.

problemei.
b) Verificati, prin mdsurare cu ajutorul raportoru-
lui, daca <AON = <BOM.
c) Determinati, cu ajutorul raportorului, masurile
unghiurilor AOM si BOM.

o
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Unghiuri suplementare. Unghiuri complementare

Un unghi cu mésura egald cu 90° se numeste unghi drept.

Un unghi cu masura de 180° se numeste unghi alungit.
Un unghi cu masura egala cu 0° se numeste unghi nul.

Identificati unghiuri in imaginea aldturata. Folosind experienta personalg,
intuiti doua unghiuri drepte, doua unghiuri nule si doua unghiuri alungite.

Folosim notatia <ABC atat pentru a numi unghiul ABC, cat si pentru mdsura
unghiului ABC.

1.1n imaginile de mai jos, sunt reprezentate perechi de unghiuri.
Observati mdsurile unghiurilor marcate si efectuati suma acestora, pentru fiecare configuratie.

C P S A
/ /4 oo \m
B,/50° 130°
126°_ /540 126° " c
D A B M N R 0 D

ZIBAC=54°, aDAC= 126", IMNP =126, X<QRS = 54°, XBAC=50°, aDEF=130°,

2.1n imaginile de mai jos, sunt reprezentate perechi de unghiuri. Observati mdsurile unghiurilor marcate si
efectuati suma acestora, pentru fiecare configuratie.

C
A M
B P Q
E
75° D -
300 N 300 B %
0 ¢ R S A F

«BOA =60°, «COB=30°, AIMNP=60°, <QRS = 30°, ICBA=75", <DEF=15",
%@ Descoperim, intelegem, exemplificam

1. Doud unghiuri se numesc unghiuri suplemen- | Daca <A = 100° si «B = 80°, atunci <A + <B = 180°, deci
tare daca suma madsurilor lor este 180°. ¥A si 4B sunt suplementare.
Daca unghiurile A si B sunt suplementare, atunci | Unghiul de 100° este suplementul unghiului de 80°.

<A se numeste suplementul unghiului B, iar &Bse | ynghiul de 80° este suplementul unghiului de 100°.
numeste suplementul unghiului A.
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2. Doua unghiuri se numesc unghiuri comple- | Daca <A =40°15"si «B =49°45', atunci
mentare daca suma masurilor lor este 90°. <A+ 4B =90°, deci %A si B sunt complementare.
Daca unghiurile A si B sunt complementare, | Unghiul de 40°15' este complementul unghiului de 49°45'.

atunci <A se numeste complementul unghiului
B, iar «B se numeste complementul unghiului A. Unghiul de 49°45' este complementul unghiului de 40°15'".

Observatii.

1. Daci unghiurile M si N sunt suplementare si <M= a°, cu 0 < a < 180, atunci <N = 180° - a°.
2. Dacé unghiurile M si N sunt complementare si <M= b°, cu 0 < b <90, atunci <N =90° - b°.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Rezolvare.

a) Daca doua unghiuri sunt con- a) Fie <A = «B. Atunci, unghiurile A si B au aceeasi mdsura, adica
gruente, atunci suplementele lor XA=<xB=a°cu0<a<180.
sunt congruente. Suplementul unghiului A are masura 180° - a °Ca si suplementul

b) Dacd doud unghiuri au suple- unghiului B. Scriem: Daca <A = «B, atunci 180° — <A = 180° - «B.
mentele congruente, atunci un- b) in acelasi fel, din 180° — <A = 180° - 4B, rezultd <A = «B, deci
ghiurile sunt congruente. <A =<B.

Aplicatia 2. Rezolvare.

a) Daca doud unghiuri cu mdsura a) Fie <A = «B. Atunci, unghiurile A si B au aceeasi mdsura, adica
de cel mult 90° sunt congruente, IA =<2B="b°cu0<b<90. Complementul unghiului A are ma-
atunci complementele lor sunt sura 90° - b°, ca si complementul unghiului B.
congruente. Scriem: Daca <A = «B, atunci 90° — <A = 90° - «B.

b) Daca doua unghiuri au comple- b) In acelasi fel, din 90° — <A = 90° — «B, rezultd <A = «B, deci
mentele congruente, atunci un- JA=<8B.
ghiurile sunt congruente.

‘ﬁ. Retinem!

Pentru a deduce ca doud unghiuri sunt congruente, este suficient sa demonstrdm ca unghiurile au acelasi
suplement sau ca au acelasi complement.

'® . . <
Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
-

1. Masurati cu raportorul unghiurile din fiecare configuratie si stabiliti, argumentat, in care dintre aceste
configuratii identificati perechi de unghiuri suplementare.

A S
8 Gt 4 , 0 R WX
D J U %
4
CtiF H K M N P ot 1T Z
a)

b) c) d) e)

N

N
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2. Masurati cu raportorul unghiurile din fiecare configuratie si stabiliti, argumentat, in care dintre acestea

identificati perechi de unghiuri complementare.

AV iCD m P \ R }
N
B E F K M o S &
a) b) 9]

3. Ununghiare mésura de 67°. Calculati:
a) masura complementului sdu;

4. Se considera unghiurile <A =40° 4B =60° «C=54°, «D =30°, <E=50°, «F = 26°.
Scrieti perechile de unghiuri complementare, justificand raspunsul dat.

L

T uy z

e)

b) masura suplementului sau.

5. Se considerd unghiurile <M = 140°, <N = 55°, &P =100°30", «Q = 40°, <R = 125°, ¥S=79°30".

Scrieti perechile de unghiuri suplementare, justificand raspunsul dat.

6. Copiati pe caiete si completati tabelul dupa modelul dat.

Masura unghiului Masura . Masura . Justificare
complementului suplementului

27° 63° 153° 90° - 27°=63"180" - 27°=153".
80°20’

103°

55°
101°
90°

7. Demonstrati ca:

a) Daca doua unghiuri proprii sunt complementare, atunci cele doua unghiuri sunt ascutite.
b) Daca doud unghiuri proprii sunt suplementare, atunci unul dintre unghiuri este obtuz sau drept.

8. Diferenta masurilor a doua unghiuri complementare este 34°. Calculati masurile celor doua unghiuri.

9. Diferenta masurilor a doua unghiuri suplementare este 72°. Calculati masurile celor doua unghiuri.

Minitest

Copiati pe caiete si completati spatiile libere astfel incdt sd obtineti propozitii adevdrate.

| (

20p | 1. Daca doua unghiuri sunt congruente si complementare, atunci fiecare are masura ... °.

20p

30p

128

2. Daca doua unghiuri sunt congruente si suplementare, atunci fiecare are masura ... °.
20p | 3. Unghiurile A si B sunt complementare, iar <A = 72°. Masura unghiului B este ... °.

4. Unghiurile Csi D sunt suplementare, iar masura unghiului C este cu 20° mai mare decat masura
unghiului D. Atunci <C=...°si<D=...°.

Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.




Unghiuri opuse la varf. Unghiuri formate in jurul unui punct

Desenati dreptele diferite d, si d, care se intersecteaza in punctul O.

Reprezentati pe dreapta d, punctele A si B astfel incat O sa se gaseasca pe
segmentul AB, apoi reprezentati pe dreapta d, punctele Csi D astfel incat O
sa fie un punct al segmentului CD.

a) Precizati, argumentat, masura unghiului AOB si a) Laturile unghiului AOB sunt semidrepte
masura unghiului COD. opuse, deci <AOB este unghi alungit. Laturile unghiu-

b) Verificati, prin masurare, daca unghiurile AOCsi | lui COD sunt semidrepte opuse, deci %COD este unghi
BOD sunt Congruente. alungit. Atunci, <AOB=<«xCOD=180".

c) Verificati, prin masurare, daca unghiurile COB si b) in desenul nostru, <AOC = %BOD = 30"
DOA sunt congruente. ¢) Indesenul nostru, <COB = «<DOA = 150°.

& A @ o
&i/@ Descoperim, intelegem, exemplificam

In aplicatia de mai sus:
1. Semidreptele OA si OB sunt opuse; semidreptele OC si OD sunt opuse.
2, Laturile unghiului AOC sunt semidreptele OA si OC, iar laturile unghiului BOD sunt semidreptele OB si OD.
Reformuldri: R,: Unghiurile AOCsi BOD au ca laturi perechi de semidrepte opuse.

R,: Unghiurile AOC si BOD au laturile in prelungire.
3. Laturile unghiului AOD sunt semidreptele OA si OD, iar laturile unghiului BOC sunt semidreptele OB si OC.
Reformuldri: R,: Unghiurile AOD si BOC au ca laturi perechi de semidrepte opuse.

R,: Unghiurile AOD si BOC au laturile in prelungire.

‘ﬁ. Retinem! T 1

Doua unghiuri se numesc unghiuri opuse
la varf daca laturile lor sunt perechi de P
semidrepte opuse. M

Semidreptele OP si OQ sunt semidrepte opuse.
N Semidreptele OM si ON sunt semidrepte opuse.
<POM si <QON sunt opuse la varf.

Orice doua drepte concurente determina <QOM si <PON sunt opuse la varf

doud perechi de unghiuri opuse la varf.

In Aplicatia practicd, am aflat, prin masurare, ca unghiurile opuse la varf sunt congruente.

Vom demonstra aceasta proprietate, pentru oricare doud unghiuri opuse la

varf, prin rationament. LI D

Rationamentul este esential in matematica. Prin diferite tipuri de rationa- ' o

ment, se identifici si se demonstreazi unele proprietati cu caracter general ~ F@fionament=tehnica prin care,
T > . 3 o prin conexiuni ale unor informatii

ale figurilor geometrice, masurarea nefiind suficienta. cunoscute, se obtin rezultate noi.
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Aplicatia 1.
Daca doud unghiuri sunt opuse la vdrf, atunci acestea sunt congruente.

Demonstratie. Unghiurile AOC si BOD sunt unghiuri opuse la varf cu semidreptele OA si
A OB opuse, deci <AOB este alungit.
in acelasi mod, «COD este unghi alungit.
Deducem ca <AOD este suplementar atat cu <AOC, cat si cu «BOD, adica <AOC si <BOD
au acelasi suplement, prin urmare, <AOB = «COD.
in acelasi mod, <AOD si <BOC sunt opuse la varf si au suplementul comun <AOC, deci
JAOD = «BOC.

D

Aplicatie practica.
1. a) Desenati dreapta MN si reprezentati punctul O pe segmentul MN.
b) Precizati, argumentat, masura fiecaruia dintre unghiurile MON, care se formeaza de o parte si de alta a
dreptei MN.
¢) Calculati suma mdsurilor celor doua unghiuri cu vérful in punctul O, formate de o parte si de alta a dreptei MN.

Solutie. M N
b) Cele doud unghiuri MON sunt alungite, deci fiecare are masura de 180°. 0/
¢) Suma masurilor celor doud unghiuri este 360°.

2. Infigura aldturata, punctul O este originea comund a semidreptelor OA, OB, OC, OD, OE. in jurul punctului
O, se formeaza, in acest fel, XAOB, ¥BOC, «COD, <DOE, <EQA, cu interioarele
disjuncte. Fiecare punct al planului este situat sau in interiorul unui unghi sau pe
una din laturile unuia dintre ele.

a) Masurati, cu ajutorul raportorului, cele cinci unghiuri marcate.
b) Calculati suma masurilor unghiurilor: AOB, BOC, COD, DOE, EOA.
Solutie. In desenul nostru:
a) <AOB=30"; «BOC =45"; xCOD = 65°; «DOE = 90°; <EOA = 130".
b) <AOB + «BOC + <COD + «DOE + «<EOA = 30° + 45° + 65"+ 90° + 130°= 360".

‘ﬁ, Retinem!

Trei sau mai multe unghiuri se numesc unghiuri in jurul unui punct daca au vdrful comun, au interioa-
rele disjuncte si fiecare punct al planului este situat sau in interiorul unuia dintre unghiuri sau pe una dintre
semidrepte.

Teoremd: Suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este 360°.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Observati configuratiile de mai jos si stabiliti, argumentat, daca unghiurile marcate sunt opuse la varf.
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Rezolvare.

Punctele A, E si C nu sunt coliniare,
deci semidreptele EA si EC nu sunt
semidrepte opuse.

Concluzie: <CED si <AEB nu sunt

<POR si <PON au o latura comung,
deci nu au ambele laturi perechi
de semidrepte opuse.

Concluzie: «POR si <PON nu sunt

Laturile unghiului XOT sunt se-
midreptele OX si OT. Laturile un-
ghiului YOZ sunt semidreptele
OZ (opusa semidreptei OX) si OY

(opusa semidreptei OT).

Concluzie: «<XOT si «ZOY sunt un-
ghiuri opuse la varf.

unghiuri opuse la varf. unghiuri opuse la varf.

Aplicatia 2. Observati configuratiile de mai jos si stabiliti, argumentat, daca unghiurile marcate sunt unghiuri
in jurul unui punct.

Sunt marcate unghiurile AEB, CED si DEA. Acestea au vadrful comun si interioarele
disjuncte, dar exista puncte ale planului care nu apartin nici interiorului unuia dintre
cele trei unghiuri si nici uneia dintre laturi.

Concluzie: <AEB, <CED si <DEA nu sunt unghiuri in jurul punctului E.

Sunt marcate unghiurile XOY, YOZ, ZOT si TOX. Acestea au vdrful comun, au interioa-
rele disjuncte, si fiecare punct din plan apartine interiorului unuia dintre cele patru
unghiuri sau uneia dintre semidrepte.

Concluzie: «XOY, «YOZ, <ZOT si «TOX sunt unghiuri in jurul punctului O.

Sunt marcate unghiurile AMB, BMC, CMD, DME si EMB.
Interioarele unghiurilor AMB si EMB nu sunt disjuncte (Int<AMB c IntXEMB).
Concluzie: xAMB, <BMC, «CMD, «DME si <EMB nu sunt unghiuri in jurul punctului M.

Sunt marcate unghiurile AMB, AMC si BMC.

Interioarele unghiurilor AMB si BMC nu sunt disjuncte. Interioarele unghiurilor AMC
si BMC nu sunt disjuncte.

(Int<AMB c IntxBMC si IntxAMC c IntxBMC.)

Exista puncte ale planului care nu apartin nici interiorului unuia dintre cele trei un-
ghiuri si nici uneia dintre laturi.

Concluzie: *AMB, <BMC, *AMC nu sunt unghiuri in jurul punctului M.

Problemad rezolvatd. Dreptele AD, BE si CF se intersecteaza in punctul O. B

Stiind ca «COD = 30° si <AOB = 90°, determinati masurile unghiurilor FOA, C
DOE, BOC, EOF. 90°

Solutie. «COD si <FOA sunt opuse la varf, deci «COD = <FOA, de unde A L] 30° D
<FOA = 30°, ©

Pe de alta parte, XxAOB si «DOE sunt opuse la varf, deci <AOB = «DOE, E

de unde «DOE =90°. .

¥BOC si <EOF sunt opuse la varf, deci «BOC = <EOF.
Fie x = «BOC = XEOF. Cum suma masurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este 360° rezulta ca
2-x+2-30°+2-90°=360"°

Obtinem 2 - x + 240° = 360°. Folosind metoda mersului invers, deducem x = 60°, adica <BOC = <EOF = 60°.
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Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

in desenul alaturat, dreptele
AB si CD sunt concurente in
punctul E.

Identificati si numiti pere-
chile de unghiuri opuse la varf reprezentate in
configuratie, justificand raspunsul dat.

Construiti cu ajutorul instrumentelor geometrice:
a) unghiurile ABC si DBE opuse la varf;
b) unghiurile FGH si IGJ opuse la varf, cu
LFGH = 60%;
¢) unghiurile MON si POQ opuse la varf si
suplementare.

Desenati unghiurile opuse la varf AOB si COD.

a) Daca <AOB = 100°, calculati masura unghiului
CoD.

b) Dacd <AOB + «COD = 170°, calculati mdsura
unghiului AOB.

¢) Daca «AOB=2-<«BOC, calculati masura <AOD.

In imaginea alaturata, sunt A c

reprezentate perechile de

semidrepte opuse OA, OD,

respectiv OB, OC, si punc-

tele coliniare P, O, Q.

a) Demonstrati ca unghiurile AOP si DOQ sunt
opuse la varf.

b) Daca «BOP = 33°, calculati «COQ.

c) Dacd <AOP = «BOP si «DOQ = 40°, calculati
<COoQ.

In desenul urmétor, dreptele AB, CD si EF sunt
concurente in punctul P, *APC = <BPE = 28°.

a) Calculati masurile unghiurilor APF, BPD.

b) Folosind suma masurilor unghiurilor formate
in jurul unui punct, calculati «CPE + <DPF.

c) Calculati masurile unghiurilor CPE, DPF.

Unghiurile AOB si COD sunt opuse la varf si com-
plementare, O € AC. Calculati masurile unghiurilor

AOB si BOC.
v

0
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7.

10.

1.

12.

Folosind datele si notatiile din configuratiile
urmdtoare, calculati numarul x si masura <AOB
stiind ca O este intersectia dreptelor AD si BC.

B
" L \
e 130425 D

A o o
s A o\%+13
X°+ 18°
B C
c) -8
2x° D
A o) X°+ 24°
C

Calculati masurile unghiurilor formate de doua
drepte concurente in jurul punctului comun, stiind
ca diferenta masurilor a doua dintre ele este 56°.

Cinci unghiuri in jurul unui

punct au aceeasi masura.

a) Determinati masura fieca-
rui unghi.

b) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

Se considera patru unghiuri in jurul unui punct,
avand masurile exprimate, in grade sexagesimale,
prin  numere naturale impare consecutive.
Determinati masurile acestor unghiuri si precizati
cate dintre acestea sunt unghiuri ascutite.

in figura aliturata:

JAOB =37°, «BOC=x",

ICOD=2-x°,

IDOE=3-Xx°si

IEOA =53°.

a) Determinati numarul x
si masurile unghiurilor
BOC, COD, DOE.

b) Demonstrati ca printre cele cinci unghiuri exista
cel putin o pereche de unghiuri suplementare.

Se considera n unghiuri in jurul punctului M,

unele cu masura de 30° altele cu masura de 70°.

a) Determinati numadrul natural n.

b) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

c) Dovediti cd, oricum am desena aceste un-
ghiuri, printre laturile lor nu exista doua semi-
drepte opuse.



Minitest

45p | 1. Observati configuratia urmdtoare, copiati tabelul pe caiete si completati in casetele libere litera A,
daca afirmatia este adevarata, si litera F, daca afirmatia este falsa.

Propozitia A/F

4 a) <1 este opus la varf cu «10.

1 b) «3 este opus la varf cu «11.

¢) Unghiurile 12 si 7 sunt opuse la varf.

d) Daca <2 = 130° atunci <9 = 50°.
2/10 12\6

179 8\7 |e)Daca <6+ «8=116° atunci <7 = 121°.

f) <1+ <x2+<x9+<x10=360°

45p | 2. Observati configuratia urmatoare, copiati tabelul pe caiete si completati in caseta libera litera A,
daca afirmatia este adevarata, si litera F, daca afirmatia este falsa.

Propozitia A/F

a) Unghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOA sunt unghiuri in jurul punctului O.

b) Unghiurile AOB, BOC, COD, DOE sunt unghiuri in jurul punctului O.

¢) Unghiurile AOB, BOC, COD si AOD sunt unghiuri in jurul punctului O.

d) Unghiurile AOB, BOC, COA nu sunt unghiuri in jurul punctului O.

e) Unghiurile AOE, EOC, COA sunt unghiuri in jurul punctului O.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Unghiuri adiacente

SEMIPLANUL
Punctele M din plan situate de aceeasi parte a dreptei d ca si punctul A Semiplanul marginit de d,
formeaza semiplanul mdrginit de dreapta d care contine punctul A. care confine punctul A
Punctele P din plan situate de aceeasi parte a dreptei d ca si punctul D g M d
formeaza semiplanul mdrginit de dreapta d care contine punctul D. o D- P
Observatie. Semiplanele delimitate de dreapta d sunt disjuncte (nu au Semiplanyl mdrginit de d,
’ care contine punctul D

niciun punct comun).

Un unghi nenul si nealungit se numeste unghi propriu. Unghiul nul si unghiul alungit sunt unghiuri improprii.
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1. a) Scrieti elementele
comune ale unghiu-
rilor ABC si DBC.

b) Stabiliti dac interi- A

a) Punctul B este varf si pentru <ABC si pentru «<DBC,
C deci B este varf comun al acestora.

Semidreapta BC este latura atat pentru «ABC, cat si

pentru <DBC, deci este laturd comunad.

:Zr(__elgzgghlurllor B D b) Interioarele unghiurilor ABC si DBC sunt incluse in se-
3! aupunc- miplane opuse, deci nu au puncte comune.
te comune.

Vom spune ca «<ABC si <DBC sunt unghiuri adiacente.

2. a) Scrieti elementele
comune ale un-
ghiurilor A'B'C’ si
CB'D'.

b) Stabiliti daca interi-

a) Punctul B’ este varf si pentru <A'B'C’ si pentru
1D'B'C’, deci B’ este varf comun al acestora.

Semidreapta B'C’ este latura atat pentru <A’'B'C’, cat si

pentru «D'B'C’, deci B'C’ este laturd comund.

oarele unghiurilor b) Interioarele unghiurilor A’B'C’ si D'B'C’ sunt incluse in

A'B'C"si C'B'D" au semiplane opuse, deci nu au puncte comune.

puncte comune. Vom spune ca <A’'B'C' si «D'B'C’ sunt unghiuri adiacente.

.ﬁ. Retinem!

Doua unghiuri proprii se numesc unghiuri adiacente daca au varful comun, au o laturd comund si interioarele
lor sunt disjuncte.

&

] Descoperim, intelegem, exemplificam

in cele doua cazuri de unghiuri adiacente din problemele de mai sus, observam:

1. Semidreapta BC, laturd comund a unghiurilor adiacente ABC si CBD, este inclusd in interiorul unghiului ABD.

2. Semidreapta B'C', laturd comund a unghiurilor adiacente A'B'C' si C'B'D’, este inclusa in exteriorul unghiului
A'B'D'.

Deducem o procedurd de calcul pentru mdsura unghiului format de laturile necomune ale celor doua unghiuri

adiacente.

Aplicatia 1. Consideram unghiurile adiacente AOB si BOC.

1. Identificdm unghiul AOC, format de laturile necomune ale unghiurilor adiacente.

2, Stabilim pozitia laturii comune a unghiurilor adiacente, in raport cu interiorul unghiului AOC.

3. Calculam masura unghiului AOC, astfel:

a) Daca semidreapta OB este situata B JAOC = 2AOB + «BOC;
in interiorul unghiului AOC, atunci A 750/ 420 _oE JAOC=75° + 42° = 117°.
ZAOC = <AOB + xBOC.

b) Daca semidreapta OB este situata
in exteriorul unghiului AOC, atunci
LAOC =360° - (XAOB + «BOC).

XAOB, «BOC si «AOC sunt unghiuri in
jurul punctului O, deci

JXAOB +4BOC + <AOC = 360°.
JAOC=360°-(105°+138°) =117~

Observatie.
Daca unghiurile AOB, BOC sunt adiacente, iar B € Int(<AOC), atunci <AOC = <AOB + «BOC.
Daca unghiurile AOB, BOC sunt adiacente, iar B € Ext(xAOC), atunci <AOC =360° - (XAOB + <BOC).
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In imaginea aldturata, semidreapta BM este inclusa in interiorul unghiului

propriu ABC si <ABM = «<MBC. % M
Semidreapta BM se numeste bisectoarea unghiului ABC. /
p 3 g /‘ C
Definitie. Se numeste bisectoarea unui unghi propriu semidreapta cu origi- 4
nea in varful unghiului, care determina cu laturile acestuia doud B
unghiuri congruente.
Orice unghi propriu admite o singura bisectoare.
Observatie. A
Daca <ABC este unghi propriu si M € Int(XxABC) astfel incat xABM = <MBC, atunci
semidreapta BM este bisectoarea unghiului ABC. 5
Daca «ABC este unghi propriu si BM este bisectoarea unghiului ABC, atunci C

M e Int(2xABC) si <ABM = <MBC.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni 0

Aplicatie practicd: Constructia bisectoarei unui unghi propriu

Materiale necesare: o foaie A4, o folie transparentd, flexibila, creion, rigla, raportor, compas.

1. Constructia bisectoarei cu ajutorul riglei si al raportorului.

Pasul 1. Pe o foaie A4, desenati un unghi propriu MON.

Pasul 2. Masurati unghiul desenat si calculati <MON': 2.

Pasul 3. Construiti, folosind raportorul si rigla, unghiul MOP cu Pe Int(XxMON) si MOP = <MON : 2.
Pasul 4. Determinati masura unghiului PON folosind unghiuri adiacente, adicd <PON = <MON - <MOP.

Concluzie. <PON = <MOP = <MON : 2, deci <PON = <MOP.

Ati construit bisectoarea OP, a unghiului MON, folosind rigla si raportorul.
2. Constructia bisectoarei cu ajutorul riglei si al compasului.
Pasul 1. Pe o folie transparenta, flexibild, construiti unghiul propriu AOB.

Pasul 2. Fixati acul compasului in varful unghiului si trasati cu un arc de cerc astfel
incat sa intersecteze cele doua laturi ale unghiului in cate un punct. Notati cu Cin- @"gé
tersectia arcului cu latura OA si notati cu D intersectia arcului cu latura OB. B

Pasul 3. Fixati acul compasului in punctul Csi trasati un arc de cerc cu raza mai mare
decat jumatatea distantei CO, in interiorul unghiului AOB.

Pasul 4. Cu aceeasi deschidere a compasului, ca la Pasul 3, fixati acul compasului in
punctul D si trasati un arc de cerc in interiorul unghiului AOB. Acesta va intersecta
arcul de la Pasul 3 intr-un punct M.

Pasul 5. Trasati cu ajutorul riglei semidreapta OM.
Pasul 6. indoiti folia dupa semidreapta OM.
Concluzie. Unghiurile MOA si MOB coincid prin suprapunere, deci sunt congruente.

Ati construit bisectoarea OM, a unghiului AOB, folosind rigla si compasul. o M

Consultati manualul digital pentru a urmari cele doua tehnici de constructie a bisec-
toarei unui unghi.
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In configuratia alaturatd, <AOB = 100°, «BOC = 52°, X¥AOD = 84°. Determinati masurile
unghiurilor AOC si BOD folosind, daca este posibil, unghiuri adiacente.

Observam cu usurinta ca Be Int(xAOC), deci XAOC = ¥AOB + «BOC, adica
JXAOC=100°+52°=152".
Pentru a calcula masura unghiului propriu BOD, folosind unghiuri adiacente, avem
doua variante:
1. C € Int(«xBOD) si «BOD = «BOC + «COD. Folosind suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct, gasim

L COD=124°, apoi <BOD =52° + 124°=176".

2. A € Ext(xBOD) si «BOD =360° — (XAOD + «AOB) = 360° - (84° + 100°) = 176°.

Brl// D

a) Calculati mdsura unghiului format de bisectoarele unghiurilor adiacente AOB si BOC, stiind ca <xAOB =70°,
IBOC=110°.

b) Aratati ca bisectoarele a doua unghiuri adiacente suplementare formeaza un unghi drept.

a) Fie OM bisectoarea unghiului AOB si fie ON bisectoarea unghiului BOC. Atunci, .
JAOM = <MOB = <AOB:2 = 70°:2 =35° iar
¥<BON = <«NOC=<BOC:2=110°:2=55"
Cum «<MOB si «BON sunt adiacente, rezulta <MON = <MOB+ «BON =35°+55°=90°. A

/
.
,
/
/

b) Fie OM bisectoarea unghiului AOB si fie ON bisectoarea unghiului BOC.
Daca «AOB = x°, atunci, <BOC = 180°- x°. Atunci, <MOB si «BON sunt M
adiacente si <MOB = x° : 2, iar <BON = (180°- x°) : 2, de unde rezulta X 2
IMON = <MOB + «BON = [x° + (180°- x°)] : 2 = 90°. 2

Concluzie: Bisectoarele a doua unghiuri adiacente suplementare formeaza unghi drept.

Reformulare: Unghiurile formate de bisectoarele a doud unghiuri adiacente suplementare cu latura lor
comund sunt unghiuri complementare.

-, ) ) )
Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

oo™

1. Inimaginea alaturata, sunt Propozitia A/F
reprezentate mai multe 5 Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente.
unghiuri. A Unghiurile AOC si COD nu sunt adiacente.
Copiati pe caiete tabelul ala- C

. . Unghiurile AOB si BOD sunt adiacente.
turat si completati in casetele ’

libere litera A, daca propozitia Unghiurile AOC si BOD sunt adiacente.

propozitia este falsa.
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Precizati in care dintre desenele urmatoare semidreapta AM este bisectoarea unghiului BAC.

a) b) <) d)
B A B p C B
M
45° 41° 39 135° 135° h 92° M
45° B C 46°
A ¢ M M
C
Construiti unghiurile adiacente ABC si ABD, apoi 8. Unghiurile APB, BPC, CPD, DPA sunt unghiuri in
calculati masura unghiului CBD, in fiecare caz. jurul punctului P, PC este bisectoarea unghiului
a) <ABC =35°, 2ABD = 45" BPD, iar semidreapta PE este opusd semidreptei
b) «ABC=137°, 2ABD =73". PB. Folosind datele din desen, aflati masurile
Construiti unghiurile adiacente AOB si BOC stiind ca: unghiurilor BPE, BPD, BPC, CPD si DPA.
a) sunt complementare si <AOB = 50°;
b) sunt suplementare si <BOC = 30° + <AOB.
Semidreapta OM este bisectoarea unghiului AOB.
Determinati:
a) masura unghiurilor AOM si BOM, stiind ca
ZAOB = 100°;
b) masura unghiului AOB, stiind ca 9. a) Realizati schita intersectiei din imaginea de
XAOM = 44°30'.

mai jos, reprezentand fiecare drum printr-o
semidreapta cu originea in punctul A. Obti-
neti, astfel, semidreptele AB, AC, AD, AE, AF.

Fie unghiurile opuse la varf AOB si COD cu O € AC.

Punctul M este situat in interiorul unghiului AOD

astfel incat <AOB = <DOM = 60".

a) Calculati masurile unghiurilor COD si AOD.

b) Demonstrati ca OM este bisectoarea unghiu-
lui AOD.

Demonstrati ca daca unghiurile <xAOM si <BON
sunt congruente, OA si OB sunt semidrepte
opuse, iar OM si ON sunt de o parte si de alta a

b) Stiind ca DAC este unghi drept, <BAC =
= ADAE = 30° si ca semidreapta opusa semi-

dreptei AB, atunci semidreptele OM si ON sunt

semidrepte opuse.

Minitest

dreptei AF este bisectoarea unghiului CAD,
determinati masurile unghiurilor formate in
jurul punctului A.

n
50p | 1. Pentru fiecare dintre perechile de unghiuri reprezentate mai jos, precizati, argumentat, perechile
de unghiuri adiacente si perechile de unghiuri care nu sunt adiacente.
\ b) \ ) \ d) \
D) 7
1 3 4 ; A
5 8 70
40p | 2. Unghiul MON are masura 120°, iar semidreapta OA este situata in interiorul unghiului astfel incat
<AOM = 10° + <AON. Determinati masurile unghiurilor AOM si AON.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

o
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Drepte paralele. Axioma paralelelor o

Pozitia relativd pe care douad drepte distincte o au, una fata de alta, este data de numdrul punctelor pe care cele
doua drepte le au in comun.

Pentru doua drepte distincte dintr-un plan, sunt posibile urmatoarele situatii:

Pozitia relativa in limbajul simbolisticii

Descriere/Definitie Reprezentare .
a dreptelor ’ matematice
Doua drepte dintr-un plan care d, dlld
Drepte paralele nu au niciun punct comun se d ﬂ1 d 2 o
numesc drepte paralele. [
Drepte concurente Doua drepte care au un sin- akb
to gur punct comun se numesc b 7 an b={A}
sau secan drepte concurente sau secante.
Observatii.
1.1n plan, orice doud drepte distincte sunt sau paralele | .' Dictionar

sau concurente.

2. Despre un segment sau o semidreptd vom spune ca = Dreaptd suport pentru un segment sau pentru o semi-
lel | . lel dreaptd = dreapta care contine toate punctele segmentu-
este paralel cu un alt segment, respectiv paralela cu lui, respectiv ale semidreptei.
o alta semidreaptd, daca dreptele suport ale acestora Dreapta AB este dreapta suport a segmentului AB,
sunt paralele. dar si a semidreptelor AB si BA.

& A @ o
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

In viata cotidiana, estimam frecvent pozitia a doua drepte.

Uneori, intuim daca intr-un plan doua drepte
distincte sunt paralele sau sunt concurente, pe
baza experientei de viata si raportandu-ne la
obiectele din vecinatatea lor. Dezavantajul
este cd pot interveni iluzii optice sau alti factori
care sa vicieze raspunsul.

Prima imagine sugereaza foarte clar ca sinele pe care se deplaseaza cele doua vagoane sunt paralele. Pentru a
doua imagine, daca n-am sti, din experienta de viata acumulatd, cd sinele de cale ferata sunt situate pe drepte
paralele, am fi tentati sa spunem ca cele doua sine se intalnesc intr-un punct, nu foarte indepartat.

Dreptele paralele din realitate se transpun in reprezentari geometrice, realizate cu ajutorul instrumentelor
geometrice.

Observatie. Pe caietul de matematica, putem folosi caroiajul paginii pentru realizarea dreptelor paralele.

In rezolvarea problemelor de geometrie, verificAm paralelismul a doua drepte sau construim doud drepte para-
lele, folosind rigla si echerul, printr-o tehnica descrisd in aplicatia urmatoare (prin translatie).
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Lucrare practica 1: Tehnica de constructie a paralelei la o dreapta d, printr-un punct A, exterior dreptei d.
Materiale necesare: caietul de matematica, rigla, echerul, un creion ascutit.

Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Pasul 4
Plasam echerul  Sprijinim rigla de alta la- Cu echerul in aceasta Notam dreapta
Etapele astfelincatuna  turad a echerului astfel incat, pozitie, trasam d, paralela cu
derealizare  din laturile sale  daca translatam echerul pe dreapta suporta la- dreaptad, prin
aconstructiei sasesuprapuna rigla nemiscata, latura care turii care trece prin punctul A, exte-
peste dreapta d. s-a sprijinit pe dreapta d sa punctul A. rior dreptei d.
treaca prin punctul A.
d ’
d d A

Reprezentare
geometrica

dldAcdsiAed

Consultati manualul digital pentru a urmari, dinamic, tehnica de constructie a paralelei la o dreaptd datd,
printr-un punct dat, folosind rigla si echerul.

Constructia de mai sus probeaza intuitiv un adevar fundamental, numit @ Dictionar

Axioma paralelelor. ’

Axioma paralelelor (Axioma lui Euclid) Axiomé = adevar fundamental care
Printr-un punct exterior unei drepte, se poate construi o singura dreapta, se refera la notiuni primare, acceptat

o < fara i
paralel3 cu dreapta data. ara demonstratie

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Pornind de la axioma paralelelor, putem demonstra, prin rationament, alte rezultate importante.

@ Dictionar

Teoremd = afirmatie al cdrei adevar
este demonstrat prin rationament
logic.

Q

Teorema 1. (tranzitivitatea relatiei de paralelism)
Doua drepte distincte, paralele cu o a
treia, sunt paralele intre ele. — £

Reformulare, in limbajul simbolisticii matematice:

Fie a, b si cdrepte distincte. Dacaa ll bsib ll ¢, atuncia ll c.

Intr-o demonstratie, este important sa identificdm ipoteza problemei sau Demonstratie = sir de judecati for-

a teoremei (datele cunoscute) si concluzia (ceea ce trebuie demonstrat). mulate pe baza datelor initiale si a

Astfel, putem formula afirmatia de demonstrat sub forma:,Dac3, ipotezd,  informatiilor oferite de alte rezultate,

. - cunoscute deja, prin care este obti-
atunci, concluzie”.

. . - . . nutd concluzia.
Din aceasta perspectiva, Teorema 1 poate fi vazuta astfel:

S

Ipoteza | Concluzie H Demonstratie. Stimcaall b, b |l ¢, a+# ¢ si dorim sa demonstram cé a |l c. Conform
Observatiei 1, dreptele a si ¢ pot fi paralele sau concurente. Sa presupunem ca a 4 c.

allb Atunci, a si ¢ sunt concurente intr-un punct M, exterior dreptei b.
bllc all e Obtinemallb,cuM e a,sicll b,cuM e ¢, adica prin M, exista doua paralele distincte
a#£c la dreapta b, ceea ce contrazice axioma paralelelor. Prin urmare, afirmatia a i c este

falsa, ramanand adevarata afirmatia a Il c.
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Observatie tehnicd 1. Teorema 1 reprezinta o prima modalitate de a demonstra cd doud drepte sunt paralele.

Teorema 2. Daca A, B, C sunt puncte, iar doua dintre segmentele AB, AC, BC B A C
sunt paralele cu o dreapta d, atunci punctele A, B, C sunt coliniare. °

Demonstratie. Fie A, B, C puncte distincte, cu AB || d si AC || d. Din Axioma parale-
lelor, rezulta ca dreptele AB si CD coincid, adica punctele A, B si C sunt coliniare.

Observatie tehnicd 2. Teorema 2 este un instrument foarte util pentru a demonstra cd trei puncte sunt coliniare.

']
)

:":} Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
1. a) Identificati, impreuna cu colegul/colega de 4. Fie dreapta a si punctul A, exterior dreptei a.
banca, in imaginile de mai jos, muchii care a) Trasati prin punctul A, dreapta b, paraleld cu
sunt drepte paralele. dreapta a.

b) Trasati prin punctul A, dreapta ¢, care nu este

<.. paralela cu dreapta a.

5. Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar
un raspuns este corect.

a) Printr-un punct exterior unei drepte putem

construi:
A. oricat de multe drepte paralele cu dreapta
b) Identificati drept te si drept dats;
entificati drepte concurente si drepte para- . .
) ’ b N . 'p P B. doua drepte distincte, paralele cu dreapta
lele, folosind muchiile de intersectie a pere- dats
tilor, tavanului si podelei incaperii in care va ata;
aflati. C. o singura dreapta paralela cu dreapta data.
5 ) b) Printr-un punct exterior unei drepte, putem
2. Ana deseneaza pe caietul a .
. . construi:
de matematica mai multe b o
A. oricat de multe drepte concurente cu
drepte. c 5
Observati desenul realizat dreapta data;
Opserval desenu realzat \ B. doua drepte concurente cu dreapta data;
instrumentele geometrice C. o singura dreaptd concurenta cu dreapta
sau caroiajul paginii si precizati: data. 0‘
a) perechi de drepte paralele; 6. De o parte si de alta a dreptei d se considerd

b) perechi de drepte concurente. punctele A, respectiv B,

3. Observati desenul alaturat, d £ Construiti prin punctul A, dreapta g, paralela cu
copiati pe caiete si completati  a/ dreapta d, apoi construiti prin punctul B, dreapta
in spatiile libere unul dintre b| . o -

. _ b, paralela cu dreapta d. Precizati, pozitia drepte-
simbolurile || sau ¥, pentru a < R ’ ’
obtine afirmatii adevarate. lor asi b, justificand raspunsul dat.
a..blb..c d.. e | 7. Punctele A si E sunt de o parte si de alta a laturii
a..c |b..d e BC a dreptunghiului ABCD, astfel incat BE || CD si
a..d | b...e BE=CD.
a..e Demonstrati ca B este mijlocul segmentului AE.
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4

Minitest

45p | 1. Fie punctele distincte A, B, Csi dreapta d. Daca AB || d si AC |l d, demonstrati ca punctele A, B, C sunt
coliniare.
45p 2. ABCD si CDMN sunt dreptunghiuri astfel Propozitia = A/F
incat A, D, M sunt puncte coliniare si B, C, N A B AB |l CD
sunt puncte coliniare.
Copiati pe caiete si completati in casetele BC k MN
libere litera A, daca afirmatia este adeva- D C AM || BN
rata, si litera F, daca afirmatia este falsa. AB {f MN
M N CD} BN

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Unghiuri formate de doua drepte distincte cu o secanta

in imaginea alaturat, sunt evidentiate mai multe drepte. =
Observati tripletele de drepte (b, ¢, d); (¢, e, f); (a, b, ); (b, ¢, ). S

In plan, trei drepte distincte pot fi dispuse in unul din
urmdtoarele moduri:

1. Sunt paralele doua cate doua: De exemplu, bl c |l d.

2. Sunt concurente (au un punct comun): Dreptele ¢, e, f
sunt concurente in punctul M; cN e N f={M}.

3. Una dintre drepte este secantd celorlalte doua

(le intersecteaza in puncte diferite):

Dreapta f este secantd a dreptelor asibpentrucaa N f={Q}, b N f={P}siQ=P.
Identificati, in imagine si in realitate, alte triplete de drepte tdiate de o secantad.

®

&

a3l Descoperim, intelegem, exemplificam

0

N

Consideram dreptele distincte a si b, tdiate (intersectate) de secanta ¢, in punc-
tele A, respectiv B. In jurul punctului A se formeaza unghiurile A ALALA, arin
jurul punctului B se formeaza unghiurile B, B,, B,, B,.

Tinadnd cont de pozitia pe care cele opt unghiuri o au in raport cu secanta c si cu

dreptele asi b, le grupam in perechi de unghiuri intre care unul este cu varful in
A si celdlalt este cu varful in B, fiecare purtand un nume specific.

In functie de pozitia fata de secanta, pot fi: de o parte si de alta a secantei sau de aceeasi parte a secantei. Celor
care sunt de o parte si de alta a secantei le mai spunem si alterne.
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In functie de pozitia fata de dreptele a si b, pot fi: interne, adica sunt in interiorul fasiei dintre dreptele a si b,
sau externe, adica sunt in exteriorul fasiei dintre dreptele a si b. Obtinem, in acest fel: unghiuri alterne interne,
unghiuri alterne externe, unghiuri corespondente, unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, unghiuri externe

de aceeasi parte a secantei, dupa cum rezulta din tabelul urmator.

. interne de aceeasi | externe de aceeasi
alterne interne alterne externe corespondente : ;
parte a secantei parte a secantei
<IA3 Si <B1; <IA1 Si <IB3; <IA1 Si <IB1; <IA2 Si <IBZ; <IA3 Si <IBZ; <IA1 Si <B4;
XA, si 4B, XA, i 4B, XA, 5i 4B,; %A, i 4B, XA, i 4B, XA, si 4B,

Observatie. Unghiurile corespondente sunt: unul intern, iar celalalt extern fata de dreptele a si b, fiind de
aceeasi parte a secantei.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvata.

Dreapta d este secanta dreptelor a,
b, ¢ si formeaza cu acestea unghiuri
notate ca in configuratia alaturata.

Stiind ca «1=«8=115°si «7 =10,

calculati:
a) X2, 3,x4;
b) %5, <6, Xx7;

) %9,%10,«11si «12.

°-e

1. Observati si analizati configuratia geometrica 2.
de mai jos. Copiati textul pe caiete si completati
spatiile libere astfel incat sa obtineti propozitii

adevarate.

b

R

e - . .
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Solutie.

a) «1 si«3 sunt opuse la varf.

Din <1 =115° rezulta «3 = 115°.

<1 si €2 sunt suplementare. Atunci, <2 = 65°.
%2 si %4 sunt opuse la varf, deci <4 = 65°.

b) Cu un rationament similar, gasim:
X6 =115° «5=65° %7 =65°.

c) Din <7 = «10 si «7 = 65°, rezulta:
%10 =65
Atunci, <9 =115°% «11 =115° €12 =65".

o0

Pe laturile OA, respectiv OB, ale unghiului ascutit
AOB, reprezentati punctele M, respectiv N, apoi
trasati dreapta MN. Copiati pe caiete tabelul

urmdtor si completati in caseta libera litera A,

daca afirmatia este adevarata, sau litera F, daca

afirmatia este falsa.

Propozitia

A/F

p,: Dreptele AM si BN sunt concurente.

a) Dreapta a este secanta a dreptelor ... si ...

respectiv a dreptelor ... si....

b) Dreapta b este secanta a dreptelor ... si ...

respectiv a dreptelor ... si....
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p,: Dreapta MN este secanta a dreptelor OA
si OB.

p,: Unghiurile OMN si ONM sunt unghiuri co-
respondente formate de dreptele OA si OB
cu secanta MN.




3.

In desenul urmator sunt notate 1, 2, 3, ..., 7, 8
unghiurile formate de dreptele d, sid, cuss, secanta
acestora. Copiati pe caiete si completati spatiile
libere astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.

4,

Folosind reprezentarea geometrica de la pro-

blema 3:

a) Scrieti perechile de unghiuri suplementare,
justificand raspunsul dat.

b) Calculati masurile unghiurilor 3 si 4, stiind ca

L1 =54°.
c) Calculati masurile unghiurilor 6 si 8, stiind ca
A5+ k7 =72°. s
5. Dreptele asibformeaza -2 1/2
’ L 4Y3
cu secanta s unghiurile 8
a) Unghiurile 1 si 5 sunt unghiuri ... . din figura alaturata. b 5,6

b) Unghiurile 4 si 6 sunt unghiuri ... . Stiind c& <4 = 46, 8/7
¢) Unghiurile 2 si 8 sunt unghiuri ... . demonstrati ca:
d) Unghiul 3 si 6 sunt unghiuri ... . a) ¥3=<«5;
e) Unghiul 2 si 7 sunt unghiuri ... . b) <2 =«8;
c) ¥4 + «5=180°
Minitest
in desenul de mai jos sunt notate, cu cifre, unghiurile formate de dreptele a si b cu secanta d.
Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.
18p | 1. O pereche de unghiuri alterne interne este:
A. X2 si 44; B.x1six6;, C.x1si<x7; D.x3si<«x5.
18p | 2. O pereche de unghiuri alterne externe este: d
A. X2 si %5; B.x1si«8 C.x2si«8; D.x4si«x7. a 1 é
18p | 3. Numarul perechilor de unghiuri corespondente reprezentate in desen 4/3
este:
A.2; B. 4; C.3; D.1. 5 /%
18p | 4. O pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei este: b8/’
A. 1 si47; B.«3six5 C.«3s5i<x6; D.x4si47.
18p | 5. O pereche de unghiuri externe de aceeasi parte a secantei este:
A. x2si 7, B.x2si«6; C.x3si«%8; D.<x2si<x8.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
Unghiuri formate de doua drepte paralele cu o secanta. Criterii de paralelism
7o) Descoperim, intelegem, exemplificam

Perechile de unghiuri formate de doua drepte cu o secanta se dovedesc a fi foarte utile in cazul particulara || b.
Consideram dreptele MN || PQ, cu secanta AB, A € MN si B € PQ.

Masurati cele doua perechi de unghiuri alterne interne. Comparati masurile unghiu-
rilor MAB si QBA, apoi comparati masurile unghiurilor NAB si PBA.

Secanta AB formeaza cu dreptele paralele MN si PQ perechi de unghiuri alterne in-
terne congruente: XMAB = < QBA si <NAB = «<PBA.
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Teorema 1. (teorema unghiurilor alterne interne) Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice secanta de-
termina cu acestea unghiuri alterne interne congruente.

Pe baza Teoremei 1, vom putea deduce alte rezultate despre unghiurile determinate de doua drepte paralele
Cu o secanta.

Teorema 2. (teorema unghiurilor alterne externe) Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice secanta de-
termind cu acestea unghiuri alterne externe congruente.

Demonstratie. Fie MN || PQ si CD o secantd, astfel incat CD N MN = {A}

si CD N PQ = {B}. Unghiurile CAM si QBD sunt unghiuri alterne externe.

Din Teorema 1, rezulta <MAB = <QBA (alterne interne).

Dar <MAB si <MAC sunt suplementare, <QBA si €«QBD sunt suplementare, deci
IMAC si <QBD au suplementele congruente, de unde <MAC = «QBD.

Tema de portofoliu. Folosind ca model rationamentul de mai sus, demonstrati
ca: <CAN = «DBP.

Perechi de unghiuri alterne externe, congruente: XMAC = <QBD si <CAN = «DBP.

Teorema 3. (teorema unghiurilor corespondente) Daca doua drepte sunt paralele, atunci orice secanta de-
termina cu acestea unghiuri corespondente congruente.

Demonstratie. <NAB este suplementar cu <MAB, iar «DBQ este suplementar cu
<LQBA. Din Teorema 1, <MAB = «<QBA (alterne interne), deci <NAB si <DBQ au
suplementele congruente, adica <NAB = <DBQ.

Tema de portofoliu. Folosind ca model rationamentul de mai sus, demonstrati
ca: «CAM si <ABP; «CAN si <ABQ; <BAM si <DBP.

Perechi de unghiuri corespondente, congruente: XCAM = <ABP, <CAN = <ABQ, <DBP = <BAM, <NAB = «<DBQ.

Teorema 4. (teorema unghiurilor interne, de aceeasi parte a secantei) Daca doua drepte sunt paralele, atunci
orice secanta determina cu acestea unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, suplementare.

Demonstratie. *NAB este suplementar cu <MAB, iar din Teorema 1,
IMAB = «QBA (unghiuri alterne interne). Atunci, <NAB este suplementar cu
% QBA, adicd <NAB + <QBA =180°.

Tema de portofoliu. Folosind ca model rationamentul de mai sus, demonstrati
ca: XMAB + <PBA = 180°.

Perechi de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, suplementare:
INAB este suplementar cu <QBA, iar <MAB este suplementar cu <PBA.
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Teorema 5. (teorema unghiurilor externe de aceeasi parte a secantei) Daca doua drepte sunt paralele, atunci
orice secanta determina cu acestea unghiuri externe de aceeasi parte a secantei suplementare.

Demonstratie. «NAC este suplementar cu <NAB, iar din Teorema 3,
<INAB = «QBD (unghiuri corespondente). Atunci, <QBD este suplementar cu
ZNAC, adicd <NAC + <QBD = 180°.

Tema de portofoliu. Folosind ca model rationamentul de mai sus, demon-
strati c&: <MAC + <PBD = 180".

Perechi de unghiuri externe de aceeasi parte a secantei, suplementare:
<INAC este suplementar cu <QBD si *MAC este suplementar cu <PBD.

Observatie. In rezolvarea unor probleme de geometrie, de multe ori e nevoie sd demonstram congruenta sau
suplementaritatea unor unghiuri. Atunci, cdutam o configuratie formata din doua drepte paralele taiate de o
secanta, care genereaza o multime de perechi de unghiuri congruente sau suplementare.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni o

Pornind de la enuntul unei teoreme, schimband intre ele ipoteza si concluzia, obtinem un enunt care, in cazul
in care este adevdrat, este la randul sau teorema si se va numi teorema reciprocd a teoremei initiale.

.' Dictionar

Criteriu de paralelism = teorema
cu ajutorul cdreia demonstram ca
doua drepte sunt paralele.

Consideram dreptele distincte MN si PQ, tdiate de
secanta CD, astfel incat CD N MN = {A} si

CDN PQ=1{B}.

Reciprocele teoremelor de mai sus sunt adevarate si
ne ofera conditii suficiente ca dreptele sa fie paralele.
Aceste teoreme se numesc criterii de paralelism.

Pentru dreptele distincte MN si PQ, tdiate de secanta CD, unde CD N MN = {A} si CD N PQ = {B}, folosind repre-
zentarea geometrica de mai sus, formulam reciprocele teoremelor 1-5 si obtinem criterii de paralelism.

Criterii de paralelism In limbajul simbolisticii matematice

C,: Daca doud drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri Daca <MAB = <QBA, atunci MN |l PQ.
alterne interne congruente, atunci dreptele sunt paralele. Daca <NAB = «PBA, atunci MN I PQ.

C,: Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri Daca «<CAN = «PBD, atunci MN |l PQ.
alterne externe congruente, atunci dreptele sunt paralele. Daca «CAM = xQBD, atunci MN |l PQ.

Daca <CAN = <ABQ, atunci MN Il PQ.

C,: Daca doua drepte formeaza cu o secantd o pereche de unghiuri  Daca <CAM = <ABP, atunci MN Il PQ.
corespondente congruente, atunci dreptele sunt paralele. Daca <MAB = «PBD, atunci MN Il PQ.
Daca <NAB = xQBD, atunci MN |l PQ.

C,: Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri Daca <MAB + <PBA =180 ,

interne de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci drep- atunci MN Il PQ. °

tele sunt paralelé. Daca éNAB + <QBA=180,
atunci MN |l PQ.

~ C,: Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri gczc:c?/\iﬁll\l/ll ;51 PBD =180,

externe de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci drep- . )  ton®

tele sunt paralele. Daca #CAN + 4QBD =180,
atunci MN |l PQ.

Observatie. Criteriile de paralelism ne furnizeaza o bogatie de instrumente simple si eficiente pentru a de-
monstra paralelismul a doud drepte.
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Notam unghiurile formate de dreptele paralele a

si b cu secanta s, ca in s

imaginea alaturata. a 1/2
Dintre unghiurile re- 4/3

prezentate, scrieti, jus- b 5/6

tificand raspunsul dat: 8/7

a) unghiurile congruente cu «1;
b) unghiurile congruente cu %6;
¢) unghiurile suplementare cu «3.

inimaginea alaturata, dreptele
a si b sunt paralele, iar masura
unghiului 7 este de 65°.

Calculati masurile unghiurilor 3 si 6.

In desenul urmator, dreptele AB

si CD sunt paralele.

Secanta MN intersecteaza AB

in punctul E si CD in punctul F.

a) Stiind ca <AEF = 126°, aflati
masurile unghiurilor EFD si CFN.

b) Dacad <NFD = 77°, aflati masurile unghiurilor
AEM, MEB si BEF.

Dreapta d este secanta pentru perechile de drepte

a
aflati masurile unghiu- \

paralele a, b, respectiv b, c.
bX\ C\
3\4 5\6
9 7

Stindca«4=111°,
10 8

rilor 6 si 12. 12211

Reprezentati printr-un desen unghiul AOB cu

masura de 54° si dreapta BC paralela cu dreapta

OA, punctul C fiind situat in interiorul unghiului

AOB.

a) Calculati masura unghiului OBC.

b) Daca BA este bisectoarea unghiului OBC, de-
terminati masura unghiului BAO.

Unghiurile ABC, CBD sunt adiacente. in interiorul

unghiului ABD se considera semidreptele AM si

DN situate pe drepte paralele cu dreapta BC.

a) Demonstrati ca AM || DN.

b) Stiind ca «BAM = 134° si <BDN = 122°, calcu-
lati masura unghiului ABD.

146

7.

10.

In fiecare dintre configuratiile urmatoare, dreptele
a si b sunt paralele, iar c este o secanta a lor.

a <

(2x-|?l/‘/é/113

a)

Determinati, in fiecare caz, numarul x.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere
cu unul din simbolurile || sau } astfel incat,
cu notatiile din desen, sa obtineti propozitii
adevarate.

s

a 1/2
4/3
b 5/6
8/7

a) Daca <4 =64°si 46 = 64°, atuncia ... b.
b) Dacd %2 =60°si «5 = 130° atuncia ... b.
c) Daca «1=119°si «8=61° atuncia... b.

Fie ABC un unghi drept si punctul D in exteriorul
unghiului. Se stie ca «BAC = 55° si «CBD = 35°.

a) Realizati un desen conform datelor problemei.
b) Calculati masura unghiului ABD.

c) Aratati ca dreptele AC si BD sunt paralele.

d) Calculati masura unghiului ACB.

Se considera doua drepte paralele si o secanta

oarecare a lor.

a) Demonstrati ca bisectoarele a doua unghiuri
alterne interne sunt situate pe drepte paralele.

b) Demonstrati ca bisectoarele a doua unghiuri
interne de aceeasi parte a secantei formeaza
un unghi drept.

v




Minitest

1. Dreptele asi b sunt taiate de secantele AC si BC. A B a
15p a) Determinati numarul x astfel incat dreptele a si b sa fie paralele. 437
15p b) in conditiile subpunctului a), calculati masura unghiului ACB. 70,
C
2. Senoteazacu1,2,3,...,7,8unghiurile formate de dreptele paralele a si b cu secanta s.
20p a) Daca «1=75° determinati masurile unghiurilor 4 si 5. s
20p b) Daca %2 = 105°, determinati masurile unghiurilor 6 si 3. a 32 41
20p c) Daca <1 + «2 + «3 = 240°, calculati masurile unghiurilor 4 si 7. b 6/
7/8

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Aplicatii practice in poligoane si corpuri geometrice

Orice obiect fizic poate fi simplificat, abstractizat, astfel incat sa poata fi divizat in mai multe corpuri geome-
trice sau figuri geometrice elementare. Pentru fiecare dintre aceste elemente putem analiza forme, dimensi-
uni, pozitii, relatii, pe care sa le folosim apoi in practica.

poligon triunghi paralelogram dreptunghi patrat
2 A D M Q M Q
reprezentare i i D
geometrica
B c B C N P N P
varfuri A B, C A B C,D M,N,P,Q M, N, P,Q
laturi AB, BC, CA AB, BC, CD, DA MN, NP, PQ, QM MN, NP, PQ, QM
<DAB, ZQMN, <QMN,
Anahiir zﬁgg 2ABC, <MNP, <MNP,
E s <BCD, <NPQ, <NPQ,
' ICDA, <PQM, <PQM,
. Reprezentare Desfasurare — o suprafata plana din care, prin
Corp geometric - . . .
geometrica pliere, se poate obtine corpul geometric
Paralelipiped dreptunghic F £,
Descriere: H G E F G H F
- 8varfuri:A,B,C,D,E, F, G, H E&L 2 !
- 6 fete: ABCD, EFGH, ABFE, DCGH, !
BCGF, ADHE ) D] -
- Toate fetele paralelipipedului AL B A B C b A
dreptunghic sunt dreptunghiuri. B, A, —
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1
Cub
Descriere: , G E F G H E
E i k
- 8 varfuri; A, B,C,D, E,F, G, H C]F
- 6 fete: ABCD, EFGH, ABFE, DCGH, ; c A
BCGF, ADHE AR B B C p A
- Toate fetele cubului sunt patrate. T
B1 A2 H H
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Aplicatia 1. A

Dreapta d intersecteaza laturile AB, respectiv AC, ale triunghiului ABC,
in punctele M respectiv N.

Stiind ca d || BC, demonstrati ca <AMN = XABC si <ANM = <ACB.
Rezolvare explicita.

Dreapta AB este secantd a dreptelor paralele d si BC, iar
AB N d = {M}. Atunci, unghiurile AMN si ABC sunt unghiuri corespon-
dente. Cum MN || BC, rezulta <AMN = <ABC.

Dreapta AC este secantda a dreptelor paralele d si BC, iar
AC N d = {N}. Atunci, unghiurile ANM si ACB sunt unghiuri corespon-
dente. Din teorema unghiurilor corespondente, rezulta <XANM = < ACB.

Aplicatia 2.
Paralelogramul are doua perechi de laturi opuse paralele.
a) Demonstrati ca unghiurile alaturate ale paralelogramului sunt
suplementare.
b) Demonstrati ca unghiurile opuse ale paralelogramului sunt
congruente.

Rezolvare explicita.
Fie MNPQ paralelogram. Atunci: MN || PQ si MQ || NP.
a) Sunt patru perechi de unghiuri alaturate: <M si <N, <N si %P,
2P si 2Q, <M si xQ.
Model. Dreapta MQ este secanta pentru dreptele paralele MN si PQ.
Atunci, unghiurile M si Q sunt interne de aceeasi parte a secantei si
sunt suplementare, deci <M + Q= 180".

Folosind modelul prezentat, demonstrati ca
IM + <N = <N + <P = <P + %Q=180".

b) Paralelogramul are doua perechi de unghiuri opuse: <M si «P;
<N si «Q. Din subpunctul a), rezulta <M + <N = 180° (unghiuri
alaturatein paralelogram) si <N + <P = 180° (unghiuri alaturate
in paralelogram). Deducem ca <M si <P au acelasi suplement,
deci sunt congruente, adica <M= <«P.

Folosind justificarea de mai sus, demonstrati ca <N = «Q.
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Rezolvare succinta.
dll BC

= JAMN si <ABC
AB secanta

sunt unghiuri cores-
pondente congruente
= JAMN = <ABC

Demonstrati, analog, ca <ANM = ACB.

L

Rezolvare succintd.

MNPQ paralelogram = MN || PQ si
MQ |l NP.
a) MN Il PQ

MQ secanta

interne de aceeasi parte
a secantei suplementare
= <M+ «Q=180".

b) MNPQ paralelogram

XM, <N aldturate =
XN, «Q aldturate
ZM + <N = 180° si
= <N +<xP=180°
deci <M= xP.

= M si«Q




Aplicatia 3.
infigura alaturatd, dreptele d, sid, sunt paralele cu laturile AB, respec-
tiv BC, ale unghiul ABC.
Folosind notatiile din imagine:
a) Identificati, In reprezentarea geometricd, doud perechi de
drepte paralele, taiate de cate o secanta.
b) Demonstrati ca <DMP = <ABC.
¢) Demonstrati ca <DMQ este suplementar cu <ABC.

Rezolvare explicita.
a) AB |l DM cu secanta BC; BC Il PQ cu secanta DM.

b) Secanta BC determina cu dreptele paralele AB si DM unghiurile
alterne interne <ABC si «BDM, deci <ABC = <BDM.

Secanta DM determina cu dreptele paralele BC si PQ unghiurile
alterne interne <BDM si <DMP, deci <BDM = <DMP.
Am obtinut <ABC = «BDM si «BDM = «DMP, deci <xABC = <DMP.

c) Secanta BC determina cu dreptele paralele AB si DM unghiu-
rile interne de aceeasi parte a secantei <ABC si «BDF, deci
ZABC + «BDF = 180",

Secanta DM determina cu dreptele paralele BC si PQ unghiurile cores-
pondente «BDF si <QMD, deci «BDF = <QMD.

Atunci, <ABC + <QMD = <ABC + «BDF = 180".

Am demonstrat mai sus urmatorul rezultat:

Observatie. Orice doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt
congruente sau suplementare.

Aplicatia 4.

Consideram cunoscut faptul ca dreptunghiul are un unghi drept.
Verificati, folosind unghiul drept al echerului, validitatea afirmatiei.
Consideram, de asemenea, cunoscut faptul ca laturile opuse ale drept-
unghiului sunt paralele. Demonstrati ca toate unghiurile dreptunghiu-
lui sunt drepte.

Rezolvare.

Rezolvare succinta.
b) AB || DM

= JABCsi «BDM
BC secanta

(alterne interne)

BCIPQ = «BDM si «PMD
DM secanta) alterne interne)
Din (1) si (2), = <ABC= «PMD.

c)
AB || DM

BC secanta

M

(2)

= JABC+ «BDF=180°
(interne de aceeasi
parte a secantei)

3)

BCIPQ |, wbpF=«omD
DM secanta) (corespondente)  (4)
Din (3) si (4) = <ABC+ <QMD = 180°.

Fie <A = 90°. Din BC |l AD, cu secanta AB, rezulta ca %A si «B sunt interne de aceeasi parte a secan-
tei suplementare, deci B = 180° - <A = 90°. Din AB || CD cu secanta AD, rezulta ca <A si <D sunt interne
de aceeasi parte a secantei suplementare, deci <D = 180° — <A =90°. Folosind aceleasi paralele cu secanta BC,
rezulta ca «B si «C sunt interne de aceeasi parte a secantei suplementare, adica <C = 180° - «<B=90°.

Provocare! Rezolvati aceasta problema folosind aplicatia 2 si faptul ca orice dreptunghi este paralelogram.

Aplicatia 5.

in desenul alaturat este reprezentat un cub si semidreapta BP.

Stiind ca punctele A, B, P sunt coliniare, demonstrati ca <PBC = 90° si
<PBF=90°.

Rezolvare.

Cu dreptele AB Il CD, secanta BC formeaza unghiurile alterne interne
<DCB si <PBC, deci «PBC = «DCB = 90°.

Analog, dreptele AE || BF, formeaza cu secanta AB unghiurile corespon-
dente <EAB si <FBP, deci <PBF =xEAB = 90°.

-5C
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Aplicatia 6.
Configuratia alaturata reprezinta desfasurarea in plan a unui parale-
lipiped dreptunghic. Folosind notatiile din reprezentare, demonstrati
ca:

a) punctele A, B, C sunt coliniare;

b) punctele E, F, G sunt coliniare;

c) AEIlCG;

d) <GAC=<AGE.

Rezolvare explicita.

a) Model: ABFE si BCGF provin din fetele paralelipipedului drept-
unghic, deci sunt dreptunghiuri si au toate unghiurile drep-
te. Atunci, ¥ABF si <CBF sunt adiacente suplementare, deci
JABC=180"si A, B, C sunt coliniare.

b) Folosind modelul de la subpunctul a) scrieti o demonstratie
similara pentru b).

c) Din AE Il BF si BF Il CG, rezulta AE Il CG.

d) Din a) si b), ACGE dreptunghi. Consideram AG secanta pentru
dreptele paralele AC si EG. Atunci, <GAC si <AGE sunt unghiuri
alterne interne congruente, deci «GAC = <AGE.

Aplicatia 7.
ABCDEF este un hexagon (poligon cu sase laturi). Toate unghiurile sale
sunt congruente, cu masura de 120°, iar AO, BO, CO, DO, EO, FO sunt,
respectiv, bisectoarele unghiurilor hexagonului. Demonstrati ca:

a) dreptele OCsi AB sunt paralele;

b) punctele C, O, F sunt coliniare;

c) dreptele DE si AB sunt paralele.

Rezolvare completa.

a) Dinipoteza, unghiurile ABC si BCD sunt congruente si au masura

de 120°. Semidreapta CO este bisectoarea unghiului BCD, deci
unghiurile OCB si OCD sunt congruente, fiecare avand masura
60°.
Pentru dreptele AB si OC, dreapta BC este secanta si formeaza
unghiurile OCB si ABC, interne de aceeasi parte a secantei su-
plementare (xOCB + ¥ABC = 180°). Rezulta, folosind criteriul
de paralelism C,, AB || OC.

b) Analog, pentru AB si OF, dreapta AF este secanta si formeaza
unghiurile OFA si BAF, interne de aceeasi parte a secantei su-
plementare (XOFA + «<BAF = 180°). Rezulta AB || OF. Am obti-
nut OC || AB || OF, adica, folosind axioma lui Euclid, O, F, C sunt
coliniare.

c) Printr-un rationament similar se demonstreaza ca DE | OF.
Atunci, din DE || OF si AB || OF, rezulta DE || AB.
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A B C D A
A

Rezolvare succinta.

a) ABFE si BCGF dreptunghiuri
= IABF = <CBF =90°.
XABF si «CBF adiacente si
FABF + <CBF = 180°, rezulta
XABC=180° deci A, B, Csunt
coliniare.

b) Analog demonstram coliniaritatea
punctelor E, F si G.

¢) AE || BF

BF Il CG
d) ACIl EG

AG secanta

= AE || CG.

= AGAC=<AGE
(alterne interne),
deci <GAC = <AGE

E D

VAVAY
VAV

A B

Rezolvare succinta.

JIABC = «BCD =120° si CO bisectoare
= X0CB=<x0CDssi
X0OCB = <x0CD = 60°.

a) <ABC + «0CB =120° + 60° = 180°,
iar XxOCBssi <ABCinterne de aceeasi

parte a secantei BC, pentru AB si
OC. Rezulta AB | OC.

b) «BAF + «OFA =120° + 60° = 180°,
iar «OFA si <BAF interne de aceeasi
parte a secantei AF, pentru AB si OF.
Rezulta AB || OF. Cum OF || AB || OC
rezulta O, F, C coliniare.

c) Similar, ED || OF. Atunci, din
ED || OF si AB || OF, rezulta ED || AB.

e
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Drepte perpendiculare in plan. Distanta de la un punct la o dreapta

in imaginea alaturata, dreptele a si b sunt dreptele suport ale tijelor
metalice pe care s-au construit cele patru palete ale morii de vant.

Stiind ca unghiurile formate de oricare doua palete alaturate sunt
congruente, determinati unghiul format de dreptele a si b.

Solutie. Fie {0} = a N b. Semidreptele determinate de punctul O
pe cele doua drepte formeaza patru unghiuri congruente in jurul
punctului O. Cum suma unghiurilor in jurul unui punct este 360°,
rezultd ca cele patru unghiuri au fiecare cate 90°, deci dreptele a si
b formeaza un unghi drept.Vom spune cd a si b sunt perpendiculare.

& I -
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie Scriem/Citim Reprezentare
Dreptele a si b sunt perpendiculare
daca acestea formeaza un unghi
drept.

ealbsaubla b

« a este perpendiculard pe b,

respectiv 90°
b este perpendiculard pe a

Daca dreptele ¢ si d formeaza un
unghi propriu, care nu este unghi
drept, atunci fiecare dintre ele este
oblica fata de cealalta.

ecXdsaud £ ¢ d
« ¢ nu este perpendiculara pe d sau
c este oblicd fata de d, respectiv a#90°

d nu este perpendiculara pe c sau c
d este oblicd fata de ¢

Teorema: Printr-un punct din plan, se poate construi o singura perpendiculara pe o dreapta data.

Demonstratie.

1. Consideram cazul in care punctul M apartine dreptei d. Atunci, exista 1.
o singura dreapta care trece prin M, iar semidreptele cu originea in M r‘_‘goo
M ale acesteia formeaza cu cele doua semidrepte opuse ale dreptei d
unghiuri de 90°.

2. Pentru cazul cand M este exterior dreptei d, presupunem cad putem !
construi perpendicularele MA si MB (A = B). Atunci, dreptele MA si MB i
formeaza cu secanta AB unghiuri corespondente congruente (drepte).
Rezulta ca MA si MB sunt paralele, rezultat care contrazice faptul ca
M este punct comun. Presupunerea este falsa, deci exista o unicd A B
perpendiculard din M, pe dreapta d.

Pentru a construi o dreapta d, perpendiculara printr-un punct M al planului, pe o dreapta d, putem folosi
unghiul drept al echerului sau putem folosi compasul.
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Se considera dreapta d si punctul Min plan. Se disting doua cazuri: M € dsauM ¢ d.
Aplicatie practica 1. Constructia perpendicularei pe o dreapta data, printr-un punct, cu ajutorul echerului

a) Daca M e d, construim perpendiculara in HH
punctul M, pe dreapta d. 4 R | Dictionar 1L
Pasul 1. Fixati echerul cu varful unghiului drept B
d

in punctul M, astfel incat una din laturile care dredpta suport a unui segment =
dreapta pe care este situat segmen-

formeaza unghiul drept sa se suprapuna pe M‘ tul respectiv.
dreapta d.

Pasul 2. Trasati d, dreapta suport a celeilalte laturi a unghiului drept al echerului.
Ati construit astfel perpendiculara in punctul M, pe dreapta d. Scriem:d'L dsid’' N d = {M}.

b) Daca M ¢ d, construim perpendiculara din d —
punctul M, pe dreapta d. M HH
Pasul 1. Asezati echerul de aceeasi parte cu < ll B
d

punctul M, fata de dreapta d, astfel incat una
din laturile care formeaza unghiul drept sa fie
suprapusa pe dreapta d.

Pasul 2. Deplasati echerul de-a lungul dreptei d, pana cand punctul M este situat pe cea de-a doua laturd a
unghiului drept al echerului.

Pasul 3. Trasati d, dreapta suport a laturii unghiului drept al echerului, care contine punctul M.
Ati construit astfel perpendiculara din punctul M, pe dreapta d. Scriem: d’1 d si M ed.

Aplicatie practica 2. Constructia perpendicularei pe o dreapta data, printr-un punct, cu ajutorul compasului

a) Daca M e d, construim perpendiculara in
punctul M, pe dreapta d.

Pasul 1. Fixati compasul cu acul in punctul M si
trasati un cerc. Notati cu A si B punctele in care
acesta intersecteaza dreapta d.

Pasul 2. Mariti putin deschiderea compasului, apoi trasati un cerc cu centrul in punctul A si un cerc, de aceeasi
raza, cu centrul in punctul B. Notati cu P si Q punctele de intersectie ale celor doua cercuri.

Pasul 3. Trasati dreapta PQ. Punctele P, M, Q sunt coliniare si PQ L d, deci d’' = PQ.
Ati construit astfel perpendiculara in punctul M, pe dreapta d. Scriem:d’' 1 dsid' N d={M}.

b) Daca M ¢ d, construim perpendiculara din
punctul M, pe dreapta d.
Pasul 1. Fixati compasul cu acul in punctul M f' M/%e
si trasati un cerc de raza convenabild, asa incat \
cercul sd intersecteze dreapta d in doua puncte, R>.. .-7S
pe care le notati cu R si S. o

Pasul 2. Cu acul compasului in punctul R, trasati un cerc cu raza mai mare decat jumatate din distanta RS.
Cu aceeasi deschidere a compasului, trasati un cerc cu centrul in S.

Pasul 3. Notati cu T si U punctele de intersectie ale celor doua cercuri.

Pasul 4. Trasati dreapta TU. Punctele T, M, U sunt coliniare si TU L d, deci d'= TM.

Ati construit astfel perpendiculara din punctul M, pe dreapta d. Scriem:d’ L dsiM < d.
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Distanta de la un punct la o dreapta

Consideram M, punct exterior dreptei d. Construim perpendiculara din

M pe dreapta d si o notam cu d- Fie {P}=d' N d.

Punctul P, descris mai sus, se numeste piciorul perpendicularei din

punctul M, pe dreapta d.

Definitie. Fie M este un punct exterior dreptei d. Se numeste distanta
de la punctul M la dreapta d, lungimea segmentului MP, unde
P este piciorul perpendicularei din M pe d.

Daca M e d, distanta de la M la d este 0.

Exemplu. Daca ABCD este dreptunghi, oricare doua laturi sunt situate

pe drepte perpendiculare. Piciorul perpendicularei din A pe BC este

chiar punctul B, deci distanta de la A la BC este lungimea laturii AB.

In acelasi mod, piciorul perpendicularei din A pe CD este chiar punctul
D, deci distanta de la A la CD este lungimea laturii AD.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

MP = distanta de la M la d

P V\Picioru/perpendicularei
din M pe d

AD =distanta dela A la DC
A D

B C
AB = distanta de la A la BC

Aplicatia 1. In limbajul simbolisticii matematice: C b

_pn b
Doua drepte distincte perpendi- | Daca g, b, c sunt trei drepte cu
culare pe o a treia dreapta sunt |a=b,a lcsib Ll ¢ atunciallb.
drepte paralele. S = T I
Ipoteza. Concluzie. Demonstratie. Din a L ¢ si b L ¢, rezulta ca dreptele a si b formeaza
azb, allb cu secanta c cate patru unghiuri drepte, deci obtinem unghiuri cores-
alcsiblc pondente congruente, de unde rezulta a ll b.

Observatie. Rezultatul de mai sus constituie inca un criteriu de paralelism, adica o alta modalitate de a arata

ca doua drepte sunt paralele.

Problema rezolvata. Dreptele a si b sunt perpendiculare si a N b = {O}
Punctele A si B sunt situate pe dreapta g, astfel incat OA=2cm si OB=5 cm.

Punctele Csi D sunt situate pe dreapta b, astfel incat OC= 0D =4 cm.
Calculati distantele:

a)delaAlab; c)delaBlag; e)delaClag;
b) delaBlab; d)delaDlag; f)delaDlab.
Rezolvare.

albaNb={0},Aeca,Be a.Atunci:a)distantadelaAlabeste AO=2cm;
b) distanta de la Bla b este BO=5 cm;

c) distanta de la Bla aeste 0 cm.

bla,aNb={0}, Ce b, D e b. Atunci: d) distanta de la D la g este DO =4 cm;

e) distanta de la Cla g este CO =4 cm;

f) distanta de la D la b este 0 cm.
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Masurati cu ajutorul raportorului unghiurile din
figura urmatoare, apoi alegeti litera care indica

varianta corecta. Doar un raspuns este corect.
a

g b

C

a) Dreptele care formeaza un unghi drept sunt:

A. asib; C. csid;
B. bsic D. dsia.
b) Doua drepte perpendiculare sunt:
A. asid; C. csib;
B. dsic D. bsia.

Fie a o dreaptd oarecare si A un punct exterior

dreptei a.

a) Trasati, cu ajutorul echerului, dreapta b,
perpendiculard din punctul A pe dreapta a.
Scrieti cu simboluri matematice relatia dintre
cele doua drepte.

b) Trasati, cu ajutorul riglei, prin punctul A, o
dreapta c, oblica fatd de dreapta a. Scrieti cu
simboluri matematice relatia dintre cele doua
drepte.

Fie b o dreapta oarecare si B un punct care

apartine dreptei b.

a) Trasati, cu ajutorul echerului, dreapta d, per-
pendiculara in punctul B pe dreapta b. Scrieti
cu simboluri matematice relatia dintre cele
doua drepte.

b) Trasati, cu ajutorul riglei, o dreapta e, oblica
fata de dreapta b si care contine punctul B.
Scrieti cu simboluri matematice relatia dintre
cele doua drepte.

Fie d o dreapta oarecare si punctele distincte M si
N, cel putin unul exterior dreptei d.

a) Realizati un desen astfel incat MN L d.

b) Realizati un desen astfel incat MN £ d.

Desenati un patrat ABCD.

Scrieti perechile de laturi ale patratului situate
pe drepte perpendiculare in prima coloana si pe-
rechile de laturi ale patratului situate pe drepte
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care nu sunt perpendiculare, in coloana a doua,
dupa model.

ol A
AB | BC AB X CD

Unghiurile AOB, BOC, COD, DOA sunt unghiuri
congruente in jurul punctului O.
Aratati ca AC L BD.

Unghiurile ABC si CBD sunt adiacente suple-

mentare, XABC = 120°, BE este bisectoarea un-

ghiului ABC si BF este bisectoarea unghiului CBE.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Demonstrati ca dreptele AD si BF sunt perpen-
diculare.

In jurul punctului P se considera unghiurile APB,
BPC, CPD, DPA.

Folosind datele din desenul urmator, determi-
nati numarul x astfel incat dreptele AP si DP sa fie
perpendiculare.

Reprezentati printr-un desen o dreapta oarecare

a si punctul A care nu apartine acesteia.

a) Construiti cu ajutorul echerului dreapta AB,
astfel incat AB L asiB € a.

b) Masurati cu rigla gradata lungimea segmen-
tului AB.

c) Folosind datele obtinute la subpunctele ante-
rioare, completati spatiile libere pentru a obti-
ne propozitii adevarate:

p,: Punctul B se numegste ... din ..., pe ....

p,: Distanta de la punctul A la dreapta a este
de...cm.




10. Reprezentati printr-un desen o dreapta oarecare

d si punctele A, B, C, D asaincat A ¢ d, B ¢ d,

CgdDed.

a) ConstruitiMA L d,NB L d,PCLd QD Ld,cu
Med Ned Ped.

b) Masurati cu rigla gradata lungimile segmente-

alegeti dintre relatiile urmatoare pe cea care
este adevarata.

A. XPAB < %PBA;

B. XPAB = 4PBA;

C. XPAB > %PBA.

lor /\-/IA,‘ NB, PC, QD- - o 12. Desenati dreapta a si punctele M, N, P situate la
c) Copiati pe caiete propozitile de mai jos, distantele 2 cm; 3,5 cm, respectiv 5 cm, fata de
apoi, folosind datele obtinute la subpunctele aceasta.
anterioare, completati spatiile libere pentru a
D, Punctul M se numeste ... din ..., pe ... mijlocul laturii AB si punctul N situat pe latura BC,
p,: Punctul D se numeste ... din ..., pe .... CuBN=2-CN.
p,: Distanta de la punctul B la dreapta d este de a) Determinati lungimile segmentelor AM, BM,
...cm. BN, CN.
p,: Distanta de la punctul C la dreapta d este de b) Calculati distantele de la punctul M la dreptele
- CM. ADsi BC.
ps: Distanta de la punctul D la dreapta d este de ) Calculati distantele de la punctul N la dreptele
...am. AB'si CD.
1. ansiderém dreapta d si punctul P'exterior drep- 14, punctele A, B, C, D sunt coliniare in aceastd ordine,
Ejel d. Rezr(;zer;\ta'gl PA L d, A e dsi punctul B pe AB=1,5cm,BC=3cm,(D=4,5cm. Se construiesc
reap}a 2T A N . dreptele AM, BN, CP, DQ perpendiculare pe
a) Masurati cu ajutorul riglei gradate lungimile
’ . ; gD dreapta AB.
segmentelor PA si PB. Folosind valorile gasite, .
- . < Calculati:
alegeti dintre relatiile urmatoare pe cea care ’
este adevarata. a) distanta de la punctul A la fiecare dintre drep-
A. PA< PB; B. PA=PB; C. PA> PB. tele AM, BN, CP, DQ.
b) Determinati cu ajutorul raportorului masurile b) distanta de la punctul C la dreapta AM si dis-
unghiurilor PAB si PBA. Folosind valorile gasite, tanta de la punctul C la dreapta DQ.
Minitest
1. Unghiurile AOBsi BOC sunt adiacente complementare. Copiati pe caiete B
tabelul si, folosind datele din figura alaturatd, completatiin caseta libera CE &
litera A, daca propozitia este adevarats, si litera F, daca propozitia este 2 g
falsa. 0 A
Propozitia A/F
15p Masura unghiului AOC este 90°.
15p Punctul O nu este piciorul perpendicularei din A pe dreapta OC.
15p OB X OC.
15p Distanta de la punctul Cla dreapta AO este de 3 cm.
15p Distanta de la punctul B la dreapta CO este de 5 cm.
15p | 2. Infigura aldturata, OA 1. OD, OB 1 OC si <AOC + «<BOD = 240°. A D
Calculati masura unghiului COD. o
B C
" 8 Notid: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Mediatoarea unui segment

Distanta dintre doua puncte A si B din plan este lungimea segmentului AB.

Daca punctele A, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine, atunci intre lungimile segmen-
telor AB, BC, AC are loc relatia: AC= AB + BC. i B ¢

Daca intre lungimile segmentelor AB, BC, AC are loc relatia: AC = AB + BC, atunci punc-
tele A, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine.

Doua figuri geometrice se numesc congruente daca, prin suprapunere, coincid.

Dintre proprietdtile relatiei de
B congruenta, amintim proprieta-
tea de tranzitivitate:
1.Daca AB = CD si CD = EF,

Doua segmente, AB si CD, care prin suprapunere co-
incid se numesc segmente congruente.

Scriem AB = CD si citim segmentul AB este congruent

cu segmentul CD (sau simplu: AB congruent cu CD). atunci AB= EF.
Doua unghiuri, ABC si DEF, care prin suprapunere co- 5 ‘
incid se numesc unghiuri congruente. B 2. Daca «ABC = <DEF i

[N

E ADEF = <MNP, atunci
Scriem <ABC= «DEF si citim unghiul ABC este con- % SABC = <MNP.
gruent cu unghiul DEF. F

Teorema:

1. Daca doua segmente sunt congruente, atunci acestea au aceeasi lungime.
2. Daca doua segmente au aceeasi lungime, atunci acestea sunt congruente.
3. Daca doua unghiuri sunt congruente, atunci acestea au aceeasi mdsurd.
4. Daca doua unghiuri au aceeasi mdsurd, atunci ele sunt congruente.

Mijlocul segmentului AB este punctul M, situat pe segmentul AB, la distanta egala de capete (AM = MB).

Punctul M, situat pe segmentul AB, este mijlocul aces- Daca AB =12 cm si M este mijlocul segmentului AB,
tuia daca si numai daca MA = MB. atunci AM =MB =6 cm.

"4‘ e M e B — Daca AB =12 cm si AM = MB = 6 cm, atunci M este
mijlocul segmentului AB.

Fie C mijlocul segmentului AB. Vom spune ca:
Atunci, punctele A, C, B sunt coliniare si AC = CB. Punctul B este simetricul punctului A fata de punctul C.
A B Punctul A este simetricul punctului B fatd de punctul C.
C

Punctele A si B sunt simetrice fatd de punctul C.
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N

Definitie. Se numeste mediatoarea segmentului AB, dreapta perpendiculara pe segmentul AB care contine
mijlocul acestuia.
Constructia corecta a mediatoarei unui segment dat reprezinta un element important in rezolvarea probleme-
lor. Aceasta se poate realiza cu rigla gradata si echerul sau cu compasul si rigla negradata.

Constructia cu rigla gradata si echerul
Daca folosim rigla gradata si echerul, ne bazam pe cunoasterea lungimii segmentului AB si pe faptul ca mijlocul
segmentului este punctul M cu AM =MB=AB: 2.

Pasul 1. Masuram, de la unul din capete, un segment de lungime AB: 2, suprapus pe segmentul dat si marcam
punctul M.

Pasul 2. Construim, folosind unghiul drept al echerului, dreapta d, perpendiculara pe AB, in punctul M. Dreapta
d este mediatoarea segmentului AB.

Constructia cu rigla negradata si compasul

Daca folosim compasul si rigla negradatd, facem constructia fara a cunoaste lungimea segmentului.

Lucrare practica: Constructia mediatoarei unui segment AB cu rigla si compasul

Materiale necesare: caietul de matematica, compasul, o rigla negradata, un creion ascutit.

Etapele de realizare a constructiei

Pasul 1. Deschidem si blocam compasul astfel incat distanta estimata dintre Reprezentare geometricd
varfurile sale sa fie mai mare decat jumatate din lungimea segmentului AB, a
carei mediatoare urmeaza a fi construita.

Pasul 2. Fixam acul compasului in punctul A si trasam un cerc. Cu aceeasi des-
chidere a compasului, trasam un cerc cu centrul in B.

Pasul 3. Notam cu D, respectiv E, punctele in care se intersecteaza cercurile

Pasul 4. Trasam dreapta DE, care este mediatoarea segmentului AB.

Aplicatie practicd

Reprezentati geometric un segment AB cu lungimea de 6 cm. Construiti, cu ajutorul compasului si al riglei ne-
gradate, mediatoarea d a segmentului AB. Fie {M} =dn ABsi N e d, N # M. Masurati, cu ajutorul riglei gradate,
lungimile segmentelor MA, MB, respectiv NA, NB.

Folosind rezultatele obtinute, decideti care dintre relatiile urmatoare sunt adevarate:

MA > MB, MA = MB, MA < MB, NA > NB, NA = NB, NA < NB.

Raspuns. Oricare ar fi segmentul AB si oricare ar fi punctul N pe mediatoarea acestuia, prin masurare, se obtine
MA = MB si NA = NB.
Constructia mediatoarei unui segment cu ajutorul compasului, conform aplicatiei de mai sus, sugereaza
urmatorul rezultat foarte important:

Daca d este mediatoarea segmentului AB si M € d, atunci MA = MB.

Daca d este mediatoarea segmentului AB si MA = MB, atunci M € d.
Cele doua afirmatii de mai sus pot fi inlocuite cu urmatorul enunt, care caracterizeaza punctele de pe
mediatoare:

Teorema:
Mediatoarea unui segment este multimea punctelor din plan egal depdrtate de capetele segmentului.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1.
a) Daca punctele A, B si C sunt coliniare, atunci, mediatoarele segmentelor AB si BC sunt paralele.
b) Daca mediatoarele segmentelor AB si BC sunt paralele, atunci, punctele A, B si C sunt coliniare.

Solutie. Notam cu d, mediatoarea segmentului AB si cu d, mediatoarea segmentului BC.
a) Punctul B este situat pe segmentul AC, prin urmare dreptele AB, AC, BC d TA
coincid. Fie d aceasta dreapta. Dreptele d, si d, sunt mediatoare, deci d, L AB si d, IB
d, 1 BC, adica d, si d,sunt perpendiculare pe aceeasi dreapta d. Mijloacele segmentelor
AB i BC sunt de o parte si de alta a punctului B, deci sunt distincte. d,
Atunci, d, si d, sunt perpendiculare pe aceeasi dreaptd in puncte distincte, decid, || d.. ¢
b) Presupunem ca A, B, C nu sunt coliniare. Atunci putem prelungi segmentul AB care taie d, in D. Dreptele
paralele d, si d, formeaza cu secanta BD unghiuri alterne interne congruente, deci BD 1 d,. Dar, BC L d,, iar
prin punctul B, putem duce o unica dreapta perpendiculara pe d,. Rezulta ca dreptele BD si BC coincid, adica
A, B si Csunt coliniare.

Aplicatia 2.

Desenati pe caiete punctele necoliniare A, B, C.

a) Construiti dreapta d,, mediatoarea segmentului AB si dreapta d,, mediatoarea segmen-
tului BC.

b) Demonstrati ca dreptele d, si d, sunt concurente intr-un punct. Notati cu O acest punct.

¢) Folosind teorema enuntata mai sus, deduceti ca O apartine mediatoarei segmentului AC.

Solutie.

b) Presupunem ca d, si d, nu sunt concurente, adica d, |l d,. Atunci, conform Aplicatiei 1 b), rezulta ca A, B, C
sunt coliniare, ceea ce contrazice ipoteza. Presupunerea ca d, || d, este falsa, iar d, si d, sunt concurente, deci
exista un punct O, astfel incat d, n d, = {O}.

¢) Din O € d,, cum d, este mediatoarea segmentului AB, avem OA= OB, iar din O € d,, cum d, este mediatoarea
segmentului BC, avem OB = OC; prin urmare, OA = OC, ceea ce inseamna ca O este situat pe mediatoarea
segmentului AC.

S b=t

H -

&« e

Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
o-e

1. Reprezentati geometric segmentul AB cu lungi- Propozitia A/F
mea de 6 cm, si punctul M, situat pe segmentul
AB, astfel incat MA = 3 cm. Reprezentati dreapta AB L CD.
d, perpendiculara in punctul M, pe dreapta AB. CM = MD.
Copiati pe caiete si completati spatiile libere ast- ZAMB =90°.
fel incat sa obtineti propozitii adevarate: <CMA = 90°.

a) Punctul Meste ... segmentului ... .
b) Unghiul format de dreaptadcudreaptaABare 3. Desenatipunctele coliniare A, B, C, cu AB=2cm i

masura ...°. BC=6cm.
) Dreaptadeste ... segmentului ... . a) Construiti dreptele m, si m,, mediatoarele seg-
2. Dreapta AB este mediatoarea segmentului CD si mentelor AB, respectiv BC.
ABN CD = {M}. Scrieti in caseta libera A, daca pro- b) Daca m, n AB = {M} iar m,n BC = {N}, calculati
pozitia este adevarata si F, daca propozitia este lungimea segmentului MN. Analizati toate ca-
falsa. zurile posibile.

e
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4. Desenati punctele necoliniare A, B, C. Construiti b) Daca dreptele MN si PQ sunt paralele, atunci a
dreptele m,, m,si m,, mediatoarele segmentelor si b sunt paralele sau coincid.

AB, BC, respectiv AC. 6. Fie d mediatoarea segmentului MN, d n MN = {0},

5. Dreptele a si b sunt mediatoarele segmentelor MO =3 cm si A un punct situat pe d cu AN =5 cm.
MN, respectiv PQ. Demonstrati ca: Calculati:
a) Daca a si b sunt paralele, atunci MN si PQ sunt a) lungimile segmentelor MN si AM;
paralele sau coincid. b) suma AM + MN + AN.

[ ]
Minitest

20p | 1. Daca punctele A, B, C sunt distincte si AB = BC, atunci punctul B apartine mediatoarei segmentului
AC.

a) adevadrat; b) fals.

20p | 2. Daca dreptele AB si d se intersecteaza in punctul C si AC = BC, atunci dreapta d este mediatoarea
segmentului AB.

a) adevarat; b) fals.
20p | 3. Dacad L AB, C e dsiAC=BC, atunci dreapta d este mediatoarea segmentului AB.
a) adevarat; b) fals.

30p | 4. Daca punctele A, B, C, D sunt coliniare in aceasta ordine, AB=2 cm, AC=5 cm, AD = 7 cm, atunci
segmentele AD si BC au aceeasi mediatoare.
a) adevarat; b) fals.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Simetrie fata de o dreapta

Ofigura geometrica are axd de simetrie daca exista o dreaptd dupa care sa ne putemimagina D AC
indoirea planului astfel incat cele doud parti ale figurii, situate in cele doua semiplane deli- M / N
mitate de aceastd dreapta, sd fie congruente deci sd coincidd prin suprapunere. |

Dreapta dupa care ne imaginam indoirea se numeste axd de simetrie a figurii. A B

in imaginea de mai sus, dreapta MN este axd de simetrie pentru patratul ABCD.

Punctul D este simetricul punctului A fata de dreapta MN, indoind ,planul” dupa dreapta d, cele doua puncte
se suprapun. Identificati simetricele punctelor B, C, D, M, N, fata de dreapta MN.

Observatie. M este situat pe axa de simetrie, deci simetricul sdu fata de axa este insusi punctul M.

Caroiajul paginii ne ajuta sa observam:
Simetricul fiecdrui punct al patratului fata de dreapta MN este tot un punct al patratului, ceea ce justifica faptul
ca MN este axa de simetrie a patratului.

Distanta de la un punct al patratului la axa MN este egala cu distanta de la simetricul acestuia la axa MN.
De exemplu, A si D sunt simetrice fata de dreapta MN; distanta de la A la dreapta MN este AM, distanta de la
D la MN este DM si AM = DM.

Dreapta MN este mediatoare pentru toate segmentele care au capetele puncte simetrice fata de axa MN.
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Folosind perpendicularitatea dreptelor si observatiile de mai sus, obtinem:

Fie P un punct exterior dreptei d. Simetricul punctului P fatd de dreapta d este punctul P, cu proprietatea ca d
este mediatoarea segmentului PP.

Dreapta d este axd de simetrie pentru multimea de puncte {P, P’}. p
Observatie. Daca P’ este simetricul punctului P fata de dreapta d, atunci P d
este simetricul punctului P’ fata de dreapta d. P
Am stabilit ca simetricul unui punct P fata de dreapta d este punctul P, unde PP’' L d, iar P si P’ sunt egal depar-

tate de dreapta d. Aceasta abordare ne oferd o tehnicd de reprezentare geometrica rapida a simetricului unui
punct fata de o dreapta.

Pasul 1. Pasul 2. Pasul 3.
Se reprezinta dreapta d si punctul P. | Se construieste dreapta PM 1 d, Se marcheaza punctul P pe
Med. dreapta PM, astfel incat M sa fie

mijlocul segmentului PP.
P jp jp

d ’ M ; M

| i

Stim sa aplicam, identificam conexiuni “h
In practica, constatam cu usurinta ca simetrica unei figuri geometrice fata de o dreapta este o figura geometrica

congruenta cu cea initiala, formata din simetricele punctelor figurii date fata de axa data.
Ne propunem sa stabilim ce reprezinta simetricele unor figuri geometrice simple fata de o dreapta data.

Aplicatia 1.

Simetricul segmentului AB fata de dreapta d este segmentul A B,, unde A, este
simetricul lui A fata de dreapta d, iar B, este simetricul lui B fata de dreapta d.
a) Realizati pe caiete un desen dupa modelul celui din imaginea alaturata.

b) Verificati cu ajutorul compasului congruenta AB=A B,. B

Segmentul A B, este simetricul segmentului AB fata de dreapta d, iar segmentul AB este simetricul segmentu-
lui A,B, fata de dreapta d. Dreapta d este axd de simetrie pentru reuniunea segmentelor ABsi A B,.

Aplicatia 2. d
Simetricul unghiului AOB, oarecare, fatd de dreapta d, este unghiul A OB,
unde: A, este simetricul lui A fata de dreapta d; O, este simetricul lui Ofata de A
dreapta d si B, este simetricul lui B fata de dreapta d.

a) Realizati pe caiete un desen dupa modelul celui din imaginea alaturata.
b) Verificati cu ajutorul raportorului congruenta <AOB = <A O B..

O Yoo

1

Unghiul A,0,B, este simetricul unghiului AOB, fatd de dreapta d, iar unghiul AOB este simetricul unghiului
A,0,B,, fata de dreapta d.

11
Dreapta d este axd de simetrie pentru multimea punctelor celor doua unghiuri.
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Concluzie.
1. Simetricul unui segment fata de o dreapta este un segment congruent cu cel initial.
2, Simetricul unui unghi fata de o dreapta este un unghi congruent cu cel initial.

Tema de portofoliu.
1. a) Reprezentati pe o folie transparenta flexibild un unghi AOB si bisectoarea OC a acestuia.

b) Probati, prin indoire si suprapunere, ca bisectoarea unghiului este axa de simetrie a unghiului dat.

2. a) Reprezentati pe o folie transparenta flexibila un segment AB si mediatoarea d a acestuia.
b) Demonstrati, prin indoire si suprapunere ca mediatoarea unui segment este axa de simetrie pentru

1.

g
120
e o

°-o

acel segment.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

a) Reprezentati, pe dreapta d, punctele A, B, C, D,
E, F, in aceasta ordine, AB = BC = EF = 2 cm,
CD = DE = 3 cm si dreptele BM, CN, DP
perpendiculare pe dreapta d.

b) Copiati pe caiete si completati spatiile li-
bere asa incat propozitile urmatoare sa fie
adevarate.

p,: Punctele A si C sunt simetrice fatd de dreapta ... .

p,: Punctul E este simetricul punctului ... fatd de
dreapta DP.

2. Punctul S este simetricul punctului A fata de
dreaptadsiASnd={B}.
Daca AS = 8 cm, calculati lungimile segmentelor
AB si SB.

3. Fie ABCD un patrat si punctul E simetricul punc-

tului B fata de dreapta AD.

a) Demonstrati ca punctele A, B, E sunt coliniare.

b) Demonstrati ca AD este mediatoarea segmen-
tului BE.

Minitest

Reprezentati geometric punctele A, O, B, astfel

ca unghiul AOB sa fie drept, iar AO = 2,5 cm si

OB=4cm.

Construiti punctul C, simetricul punctului A fata

de punctul O si D, simetricul punctului B fata de

punctul O. Demonstrati ca:

a) XAOC= «BOD = 180"

b) OB este mediatoarea segmentului AG;

c) punctul C este simetricul punctului A fata de
dreapta OB;

d) punctul B este simetricul punctului D fata de
dreapta AC.

Punctele A, B, C, D sunt coliniare, punctul B este

simetricul punctului A fata de dreapta d, iar punc-

tul D este simetricul punctului C fata de dreapta

d.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Demonstrati ca AC=BD, in oricare din cazurile
posibile de ordonare a punctelor A, B, C, D.

4 vV

1. In desenul alaturat, dreapta a este mediatoarea segmentelor AA,siBB.. A A
Copiati pe caiete si completati spatiile libere asa incat sa obtineti propozitii /7
adevarate.

15p a) Dreapta a este ... pentru figura geometrica reprezentatd cu albastru. B a B,
15p b) Segmentul A B, este ... segmentului AB fata de dreapta a.

2. Pe segmentul AB, cu lungimea de 10 cm, se considerd punctele C, D, E astfel incat AC = CB,

AD =2,5 cm, BE =1,5. Se construieste dreapta d, perpendiculara pe dreapta AB, in punctul D.
20p a) Realizati un desen care sa corespunda datelor problemei.
20p b) Demonstrati ca punctul C este simetricul punctului A fata de dreapta d. <
20p c) Calculati distantele de la punctele B si E la dreapta d. ol

Nota:

Timp de lucru 20 de minute.

Se acorda 10 puncte din oficiu.
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Cercul. Elemente in cerc
&

Jo)l Descoperim, intelegem, exemplificam
Numeroasele sensuri ale cuvantului,cerc” au la baza forma perfectd a fi-
gurii geometrice cu acest nume. Identificati, folosind dictionarul, patru

sensuri distincte ale cuvantului,cerc” ~— /’V’
Cercul, in sens geometric, este modelul matematic al multor obiecte o) r

sau activitati din viata cotidiana. Numiti patru activitati in care se folo-
sesc obiecte in forma de cerc sau in care se foloseste cercul ca forma de

organizare.

Definitie. Fie O un punct fix, oarecare, in plan si r un numar pozitiv. O este centrul cercului.
Se numeste cerc de centru O si raza r multimea punctelor din OM este raza a cercului.
plan situate la distanta r de punctul O. Me (O, siOM=r.

Notam C(O, r) si citim cercul de centru O siraza r.

Observatie. Daca M € C(O, r), vom numi raza a cercului atat segmentul OM, cat si lungimea r a acestuia.

In raport cu cercul C(O, ), orice punct din plan In limbajul simbolisticii
este situat: pe cerc, in interiorul cercului sau in matematice
exteriorul cercului.
» Daca M este un punct oarecare al cercului
C(O, n), atunciMO =r.
Daca M este un punct al planului cu proprie-
tatea MO = r, atunci M este situat pe cercul

«Daca M € C(O, r), atunci MO = .

Daca MO =r, atunci M € C(O, r).

(o, n. In figura de mai sus:
» Dacé un punct P din plan apartine interioru- | *M & C(O,1); A € C(O,1; | < Daca Pe IntC(O, r), atunci PO< r.
lui cercului C(O, r), atunci PO < r. Be (O35

Daca Peste un punct in plan cu PO < r, atunci OM=0A=0B=r.

P apartine interiorului cercului C(O, r). *OP<OAsi OA = r, deci
« Daca un punct S din plan apartine exterioru- OP < rsi P& IntC(O, 1)

lui cercului C(O, r), atunci SO > . +0S > OBsi OB = r,deci

Dacé S este un punct in plan cu SO > r, atunci 05 > rsiSe ExtC(O, ). Dacd SO > r, atunci Se ExtC(O, r).

S apartine exteriorului cercului C(O, r).

Daca PO < r, atunci Pe IntC(O, r).

» Daca Se ExtC(O, r), atunci SO > r.

Constructia cercului de raza r = OM, cu ajutorul compasului

Pasul 1. Fixam punctul O, centrul cercului.

Pasul 2. Luam in deschiderea compasului r unitati si fixam compasul cu varful acin punctul O.
Pasul 3. Notam cu M punctul in care varful creion atinge pagina.

Pasul 4. Pastrand acul fixat in punctul O, rotim varful creion pana ajunge din nou in punctul M.

Am obtinut cercul de centru O si raza r. Daca schimbam doar centrul, raza rdmanand r, obtinem un cerc con-
gruent cu cel initial (prin suprapunere, coincid).

Prin urmare, cercurile C,(O,, r,) si C,(O,, r,) sunt congruente dacar,=r,.

162



Fie M si N doua puncte distincte ale cercului A In limbajul simbolisticii

N .
c(o,n. Arculmic MN o) atematice
coarda M . ;
» Segmentul MN se numeste coardd a cer- MN Med0,n,NecOns MivN'
cului €O, 1), 0 Segmentul MN este coarda.
' P diametrul MP » Segmentul MP este coarda si
« Orice coarda a cercului care contine cen- N O € MP.

B Coarda MP este diametru al
cercului.

Oricaredoud punctedistincte . punctele M si P sunt diametral
ale unui cerc determina doua  opyse.

* Multimea punctelor situate pe cerc, de  arce de cerc pe care le dife- . Arcul mic MN se noteaza VIAN.
aceeasi parte a coardei MN, la care adau-  rentiem, de reguld, folosind  Arculmare MNse noteaza MBN.
gam punctele M si N, se numeste arc de  notatii cu trei litere.
cercssi il notam MN.

trul acestuia se numeste diametru.

» Daca MN este diametru, atunci punctele
M si N se numesc puncte diametral opuse.

Arcul format cu punctele cercului, situate de aceeasi parte a coardei cu centrul cercului, se numeste arc mare,
iar cel situat de cealalta parte a coardei se numeste arc mic al cercului.

Observatie. Diametrul este cea mai mare coarda a unui cerc.

Daca MN este diametru si r este raza cercului, atunci MN = 2r.
Arcele de cerc determinate de un diametru se | CD este diametru, deci c Semicercul CBD
numesc semicercuri. DAC si DBC sunt semicercuri.
Stabiliti cate diametre ale cercului C(O, r) se pot construi.

Desenati un cerc pe o foaie volanti si trasati un diametru al acestui cerc.| A°
indoiti foaia dupa dreapta suport a diametrului. Gasiti o justificare a faptului
ca arcele determinate de un diametru se numesc semicercuri. f D

Stim sa aplicam, identificam conexiuni .A

Aplicatie.

Se considera cercul de centru O si raza r = 3 cm. In plan, se dau punctele A, B, C, D, astfel incat AO = 5 cm,
BO=1cm,C, O, Dsunt coliniare, in aceasta ordine, CO=3 cm si CD =6 cm.

a) Realizati, folosind compasul si rigla gradata, un desen care sa corespunda datelor problemei.
b) Copiati pe caiete tabelul, apoi completati in caseta libera corespunzatoare litera A, daca afirmatia este
adevaratd, si litera F, daca propozitia este falsa.
Afirmatia A/F
: Punctul A este situat in interiorul cercului.

: Punctele Csi D sunt diametral opuse.

: Punctul B este centrul cercului.

: Punctele O si B sunt situate in interiorul cercului.

: Punctul A este situat in exteriorul cercului.

: Cercul este o multime infinita de puncte.

: Interiorul cercului este o multime finita de puncte.

163



Solutie.

a)

D

=
Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
o-e

Punctele distincte A, B, C, D sunt coliniare si
AB = BC=(CD =2 cm. Observati desenul urmator,
copiati textul pe caiete si completati spatiile
libere pentru a obtine afirmatii adevarate.

cCD

Cercul reprezentat are centrul ..., iar lungimea
razei sale este de ... cm.

Punctul B este situat in ... cercului.

Punctul D este situat in ... cercului.

Punctul Capartine ....

Realizati un desen, construind succesiv:
a) cercul de centru Osiraza 3 cm;

b) raza OA a acestui cerc;

c) diametrul BC al cercului;

d) o coarda DE a cercului.

Segmentului AB are lungimea de 12 cm, iar P este

un punct al sau.

a) Construiti cercurile ©, de diametru AP, respec-
tiv @, de diametru BP.

b) Calculati distanta dintre centrele cercurilor de
la subpunctul a).

Punctele O, A, B, C, D, E sunt distincte si OA=3 cm,
OB = 30 mm, OC = 0,03 dm, OD = 0,3 m,
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b) O este centrul cercului si OA >3, deci

A e ExtC(O, 3).
OC=0D=3cmsir=3cm,iar O, C, D sunt co-
liniare, deci CD este diametru, adica Csi D sunt
diametral opuse.

O este centrul cercului si B# O, deci B nu este
centrul cercului.
OB=1<3=r,iarO0=0<3=r,deci

OB < rsi00 < r, adica B € IntC(O, 3) si

O e IntC(O, 3).

OA=5>3=rdeciOA>r adica A e ExtC(O, 3).

Obtinem: (A, — F); (A, — A); (A, > F);

(A, = A); (A, —>A) (A, > A);
(A, —F).

OE = 0,(3) dm, iar F este simetricul punctului A
fata de O. Desenati cercul €, de centru O si raza
3 cm, apoi precizati:

a) punctele reprezentate pe cercul &;

b) punctele reprezentate in interiorul cercului &;
c) punctele reprezentate in exteriorul cercului €.

Desenati un cerc de centru O si raza r, apoi
reprezentati punctul A in interiorul cercului,
punctele B si C pe cerc, O pe segmentul BC
si punctul D in exteriorul cercului. Copiati pe
caiete si completati spatiile libere cu unul dintre
simbolurile <, =, >, asa incat sa obtineti relatii
adevarate.
a) AO...r
b) BO...r

c) CO...r
d) DO...r

e) BC...2:r
f) AB...BC

Pe cercul de centru O si raza 5 cm, se considera
punctele distincte M, Nsi B, cu O € MN.

Copiati tabelul pe caiete, apoi scrieti in caseta
libera litera A, daca propozitia este adevdrata, si
litera F, daca propozitia este falsa.

Propozitia A/F
ON=5cm.
MP <10 cm.
MN =10 cm.

Perimetrul triunghiului MOP este de cel

putin 20 cm.




Minitest

Alegeti litera care indica varianta corectd. Doar un raspuns este corect.

20p | 1. Segmentul care uneste centrul cercului cu un punct de pe cerc se numeste:
A. coardd; B. diametru; C. raza; D. arc de cerc.

20p | 2. Segmentul care uneste doua puncte ale unui cerc se numeste:
A. coardg; B. razs; C. semicergc; D. arc de cerc.

20p | 3. Daca punctele A si B sunt diametral opuse pe un cerc curaza 3,5 cm, atunci AB are lungimea:
A.3,5cm; B.4,5cm; C.6cm; D.7 cm.

30p | 4. Daca cea mailunga coarda a unui cerc este de 10 cm, atunci raza cercului este egala cu:
A.20 cm; B.5cm; C.10cm; D. 40 cm.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Unghi la centru. Masura unghiului la centru H—
Suma masurilor unghiurilorin | Masura unui unghi alungit este Masura unui unghi drept este de 90°.
jurul unui punct este de 360°. de 180°.

m M
E F G
N P
90° + 50 ° + 85° + 135° = 360° 2EFG=180" ZMNP = 90°
1. a) Construiti pe o foaie volanta un cerc cu raza egala cu raza cercului din C

care provine semicercul mare al raportorului vostru. Trasati diametrele
perpendiculare AB si CD.
b) Precizati, argumentat, masurile unghiurilor: AOB, AOC, AOD, BOC, BOD, COD.

ﬁ
¢) Folosind raportorul, urmariti corespondenta intre masura unghiurilor de la A K

L[]
W

subpunctul b) si gradatia inscrisa pe arcul raportorului pentru a deduce ma-
sura arcelor de cerc corespunzatoare acestor unghiuri. o
d) Indoiti foaia dupa unul din diametre si stabiliti daca AC, CB, BD, DA
coincid doua cate doua, prin suprapunere.
a) Desenul de mai sus.
b) Din AB | CD, rezulta ca semidreptele OA, OB, OC, OD formeaza in jurul punctului O patru unghiuri drepte:
JIAOC = XAOD = «BOD = «BOC = 90°. Pe de alta parte, A, O, B sunt coliniare, in aceasta ordine, si C, O, D sunt
coliniare, in aceasta ordine. Atunci, <AOB = «COD = 180°,
¢) Notam arcele mici cu doua litere si arcele mari cu trei litere, pentru a le distinge.

Atunci, AC = BC = BD = DA = 90°, ADC = BDC = BCD = DBA = 360°- 90° = 270°.
Apoi, ACB = BDA = CBD = CAD = 180"
d) Dacd indoim foaia dupa CD, atunci AC coincide cu CB, iar BD coincide cu DA.

D
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& e @ A
%ja Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie. Un unghi cu varful in centrul cercului se numeste unghi la centru.

Arculmic MN
Arcul mic determinat de punctele de intersectie dintre laturile unui

unghi la centru si cerc se numeste arcul subintins de unghiul la centru. O M
Unghiul la centru care subintinte un arc mic se numeste unghi la centru o
corespunzdtor acestui arc. AN

Masura unui arc mic al cercului este egala cu masura unghiului la cen- | Daca <MON = o’, atunci MN= a
tru corespunzator acestui arc. iar MBN=360°-a".

Mdsura cercului este egald cu suma masurilor unghiurilor in jurul unui
punct, adica 360°. Daci MN= a’, atunci <MON = a’,
. AP o o

Masura unui arc mare al cercului este egala cu diferenta dintre 360°si | '3" MBN=360 -a.
masura arcului mic corespunzator.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Ne amintim ca cercurile C (O,, r,) si C,(O,, r,) sunt congruente dacar,=r..

Definitie. Tntr-un cerc, sau in cercuri congruente, doud arce sunt congruente dacd au aceeasi masura.
Pentru arcele congruente AB si CD scriem AB = (D.

Observatie: in figura aliturati avem

Nu este suficient ca arcele sa aiba = AB =90 §i'CD = 90] deci arcele A/_\B

aceeasi masura pentru a putea = au aceeasi masura. Totusi, se NN Cf\D
spune cdacesteasuntcongruente. = Observa usor ca arcele nu sunt %RvM ey
Este esential ca acestea s fie arce | congruente (nu vor coincide AN
ale aceluiasi cerc sau ale unor Prinsuprapunere). S

cercuri congruente. T B
Apl/catle Daca punctele A, B, Capartm cerculw C(O, r),iarC € AB, ¢

unde AB este un arc mic, atunci AB = AC + CB. . B
Solutie. Identificam unghiurile la centru AOC, COB, AOB. Observam ca A '~

JAOC si «COB sunt adiacente cu OCin interiorul <AOB, deci 1'

XAOB = <xAOC + «COB.

Folosind faptul ca masura unui arc mic de cerc este egala cu masura
unghiului la centru corespunzator, rezulta ca AB = AC + CB.

Tema de portofoliu. Demonstrati afirmatia de mai sus si pentru cazul cand AB este un arc mare al cercului
identificand cazul in care arcele AC si BC sunt arce mici si cazul in care unul dintre ele este arc mare.
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Teorema: Daca punctele A, B, C apartin cercului C(O, ) si C € AB, atunci AB = AC + CB.

In practic, sunt utile urmatoarele rezultate:

AB este segment si C € AB OC € Int(xAOB) A, B, Capartin aceluiasi cercsi C € AB
B
C
A C B
)
A
AB=AC+CB JAOB = <AOC + «COB

1.

{3 . . .
B Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Punctele A, B, C, D apartin cercului de centru O.
A

M\,

Folosind desenul, precizati:

a) oraza a cercului;

b) doua puncte diametral opuse;

c) o coarda a cercului, care nu este diametru;
d) un unghi la centruy;

e) un semicerc;

f) un arc mic al cercului;

g) un arc mare al cercului;

h) unarc de 180°.

D

2. Intr-un cerc de centru O, reprezentati si notati,

folosind instrumentele geometrice:
a) un unghi la centru cu masura 50%
b) un arc de cerc cu masura 50°%
c) un arc de cerc cu masura 90°.

a) Desenati un cerc, apoi reprezentati arcul de
cerc AB cu masura de 60° si arcul de cerc CD cu
masura de 120°.

b) Trasati coardele corespunzatoare arcelor de la
subpunctul a).

c) Determinati, cu ajutorul riglei gradate, lungi-
mile coardelor si precizati care este mai mare.

Punctele A, B, C sunt situate pe un cerc de centru
O astfel incat A, O si C sunt coliniare, iar BO L AC.
Determinati masurile arcelor AC, AB, ABC.

Pe cercul de centru A se considera punctele dis-

tincte M, N, P astfel incat <MAN = <NAP = <PAM.

a) Determinati masurile arcelor MN, NP, PM.

b) Daca MQ este diametru al cercului, determi-
nati mdsura arcului mic si a arcului mare PQ.

Pe cercul de centru O, se considera punctele
distincte A, B, C, D astfel incat arcele AB, BC, CD,
DA sa fie congruente.

a) Determinati masurile celor patru arce.

b) Aratati ca AC si BD sunt diametre ale cecului.
c) Demonstrati ca AC_L BD.

Fie un cerc de centru O si A, B, C puncte ale sale,

astfel incat xAOB=35°si OC L OB.

a) Daca B este situat in interiorul unghiului AOC,
calculati masurile arcelor mici AB, BC, AC.

b) Daca B este situat in exteriorul unghiului AOC,
calculati masurile arcelor mari AB, BC, AC.

Punctele M, N, P, Q sunt situate pe un cerc

de centru O. Folosind notatiile din desen,
determinati:

a) masura unghiului MOQ;

b) masura arcului mic MQ si masura arcului NMQ.
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Minitest

Alegeti litera care indica varianta corectd. Doar un raspuns este corect.

30p | 1. Uncercare masura egala cu:
A.90°% B. 180° C.0% D. 360°.

30p | 2. Daca punctele Csi D sunt diametral opuse pe un cerc, atunci mdsura arcului CD este:
A. 180°% B. 90°%; C. 60°% D. 360°.

30p | 3. Punctele E si F apartin unui cerc de centru O, iar <EOF = 90°. Masura arcului mare EF este:
A. 180% B. 90°; C.270% D. 360°.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

3 Pozitii relative ale unei drepte fata de un cerc. Pozitii relative a doua cercuri

Fie C(O, r) cercul de centru O si raza r. Un punct P, oarecare din plan, poate fi in interiorul cercului, pe cerc sau
in exteriorul cercului.

P e IntC(O,r),0P<r PeC(O,n,OP=r P € ExtC(O,r),OP > r
Ext(C(O,n)
P
Int(C(O, r)
(7o)l Descoperim, intelegem, exemplificam HH

Consideram cercul C(O, r) si o dreapta oarecare d. Se pune problema determinarii numarului de puncte pe care
dreapta si cercul le au in comun. Intuitiv, identificdm urmatoarele trei situatii:

- . . d este tangentd la cerc. d este secanta cercului.
Pozitia dreptei d fata L . . -
’ ; d este exterioard cercului.  Punctul T este punctulde A si B sunt punctele in care
de cercul C(O, r) . ’ )
tangentd. d taie cercul.
. Dreapta si cercul nu au Dreapta si cercul au Dreapta si cercul au
Numarul punctelor . ’ ’ .
comune niciun punct comun. exact un punct comun. | exact doud puncte comune.
aonnd=g CO,nNd={T} C(O,nNd=1{A B}
My r 2 g
Reprezentare p p
geometrica
d c ExtC(O, r) (d\{T}) c ExtC(O, r) d N IntC(O, r) = AB
Relatia intre distanta . .
dela Ola dreapta d si OM L d5iOM>r. OT LdsiOT=r. OM L dsiOM<r.
- ’ Med ’ Med
raza cercului
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Observatii.

1. O dreapta nu poate avea trei puncte distincte, comune cu un cerc. Prin urmare, oricare trei puncte distincte
ale unui cerc sunt necoliniare.

2. Tangenta la un cerc este perpendiculard pe raza care contine punctul de tangenta.

Aplicatie practica: Pozitii relative a doua cercuri

Materiale necesare: doua cercuri C,(O,,r,), C,(O,,r,) cur, <r, si cu razele mai mici de 5 cm, din sarma sau din alt
material cu centrul marcat pe un diametru din acelasi material, o rigld gradata, o foaie A4.

Pasul 1. Fixati O, pe foaia A4, apoi asezati si fixati cercul C (O,, r,) pe foaie.

Pasul 2. Plimbati cercul C,(O,, r,) pe planul foii, schimband distanta O, O, si stabiliti numarul punctelor pe care
cele doua cercuri le au in comun, in fiecare caz identificat.

Pasul 3. Realizati pe caiet, folosind compasul, cate un desen pentru fiecare caz identificat.

Activitatea anterioara ne ajuta sa constatam urmatoarele:

Numadrul punctelor
comune si pozitia celor Reprezentare geometricd
doud cercuri

1. Fiecare cerc este inclus in exteriorul 2. Cercul cu raza mai mica este inclus
celuilalt. in interioriul celuilalt.
C(O r)cExtC(O r)si ) < IntC(O,,r)

) C ExtC,(O,,r))
0 puncte comune
Cercuri disjuncte
c(o,r) NCJ(O,,r)=C

0<0,0,<r,~r,
0102 >r 1 + r2 v o q a a
Daca O, si O, coincid, cercurile se
numesc cercuri concentrice.

1. Cercuri tangente exterior, cand toate 2. Cercuri tangente interior, cand
punctele unuia din cercuri, diferite de toate punctele cercului cu raza mai
cel comun, sunt in exteriorul celuilalt.  mica, diferite de punctul comun,

(C ( r)\{T}) c ExtC (01, r1) sunt in interiorul celuilalt.
1 punct comun r)\{T}) ¢ ExtC (O 0,,r)\{T}) cIntC,(O,,r)
Cercuri tangente
C,(0,r)NC(0,r)=(T} ‘
0,0,=r +r, 0,0,=r,-r,
A
2 puncte comune ry
Cercuri secante ‘e\ 4
c(o,,r)Nclo,r,)={A, B}
B

0,0,>r,-r5i0,0,<r +r,
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Un caz particular interesant este cel al pozitiilor relative pe care le pot avea doua cercuri congruente, sianume:

cercuri exterioare cercuri tangente exterior cercuri secante cercuri concentrice congruente
congruente congruente congruente (identice)

QO | OO W | O

Aplicatie. Imaginea aldturata este o copie mai micd a drapelului olimpic. Notam
cele cinci cercuri olimpice cu: A, N, R, G, V, in functie de culoare.

a) ldentificati in imagine perechi de cercuri exterioare si precizati numarul lor.

b) Identificati in imagine perechi de cercuri secante si precizati numarul lor.

c) Stabiliti daca exista cercuri tangente intre cele cinci.

Solutie. a) Sunt sase perechi de cercuri exterioare: ANN=ANR=ANV=NNR=GNV=GNR=O.

b) Sunt patru perechi de cercuri secante: card(A N G) = card(GN N) =card(NN V) =card(VN R) = 2.

¢) Nu existd nicio pereche de cercuri in imagine care sa aiba exact un punct comun, deci drapelul olimpic nu
contine cercuri tangente.

Putina istorie. Desenul care reprezinta in mod simbolic olimpismul, drapelul olimpic, realizat de Pierre de
Coubertin, a fost finalizat inca din 1913, dar a fost ridicat, in premiera, la Jocurile Olimpice
de la Anvers, in 1920. Drapelul olimpic consta in reprezentarea a cinci cercuri congruente,
de culori diferite, inldntuite. Cele cinci culori, la care se adauga fondul alb, se regasesc in
drapelele tarilor participante la Jocurile Olimpice inca din acei ani.

py . . .
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Observati desenul de mai jos, apoi alegeti litera 3. Prin punctul P, exterior cercului C(O, r), repre-
care indica varianta corecta. zentati si notati:
¢ a) dreapta d,, exterioara cercului;
a b) dreapta d,, tangenta cercului;
b ¢) dreapta d,, secantad cercului.
4. Se considera un cerc de centru O, cu diametrul
Doar un raspuns este corect. de 8,4 cm. Fixati un punct A pe cerc, construiti
a) O dreapta secanta cercului este: dreapta BA tangenta la cerc si determinati:
A.a; B. b; C.c. a) masura unghiului OAB;
b) O dreaptd tangenta cercului este: b) distanta de la centrul cercului la dreapta BA.
A.gq; B. b; C.c.

5. Desenati cercurile secante C, si C,, cu centrele O,

<) KCLr'eapta exte;f)zra cercului esti X 0, sicu raze!e C’ R r<R.
! ! Demonstrati ca:
2. Scrieti, folosind simboluri matematice, relatia a) 0,0,>R~r; b) 0,0,< R+r.
intre raza cercului si distanta de la centrul cercului c) Reluati subpunctele a) si b) pentru cazul nu-
la dreapta, pentru fiecare caz de la exercitiul 1. mericr=1,5cm,R=3,5cm.
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6.

10.

in desenul alaturat, dreapta AB A

este tangentad, in punctul T, la

cercul de centru O. T

a) Determinati, cu ajutorul rapor-
torului, masurile unghiurilor
ATO si BTO.

b) Copiati pe caiete si completati spatiile libere
asa incat sa obtineti afirmatii adevarate.
b,) «ATO=...° b,) «BTO=...°
b,) Afirmatia,<«ATO = «BTO = 90*" este o pro-

pozitie ... .

Un cerc are centrul A si raza 3,5 cm. Reprezentati

dreptele g, b, ¢ si precizati pozitia fiecareia fata de

cerg, stiind ca:

a) distanta de la punctul A la dreapta a este de
5cm;

b) distanta de la punctul A la dreapta b este de
35 mm;

c) distanta de la punctul A la dreapta c este
de 0,2 dm.

Desenati doud cercuri care sa fie:

a) concentrice; d) secante;

b) disjuncte; e) tangente exterior;

c) tangenteinterior; f) tangentesicongruente.

Desenati doua cercuri, cu razele de 2 cm, res-
pectiv 7 cm. Calculati distanta dintre centrele
cercurilor atunci cand acestea sunt:

a) tangente interior;

b) tangente exterior.

Se considera doua cercuri avand centrele O,
respectiv Q, si razele de 4 cm, respectiv R cm, R

Minitest

Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.

30p 1.

30p | 2.

30p | 3.

Secanta la un cerc intersecteaza cercul:
A. intr-un singur punct;
B. in doua puncte distincte;

A. perpendiculare;
B. paralele;

A. secante;
B. tangente interior;

11.

12.

numar natural nenul. Determinati valorile pe care
le poate lua R astfel incat cele doua cercuri sa fie
exterioare si OQ =9 cm.

intr-un parc de distractii, doud trenulete se

deplaseaza pe trasee in forma de cercuri; unul

are diametrul de 72 m, iar celalalt cu diametrul
de 48 m. Punctele O, si O, sunt centrele cercurilor,

A si B sunt punctele comune ale cercurilor, iar

0,A, 0,B,0,A, O,Breprezinta alei ale parcului.

a) Calculati ce distanta parcurge fratele lui
Andrei, daca acesta face mai multe poze,
deplasandu-se pe traseul O,—A—-0,-B-0,.

b) Demonstrati ca 0,0, < 60 m.

<O

B

Fie cercul C, (O,, ) si cercul C(O,, R). Folosind

datele din reprezentdrile urmatoare, calculati

lungimea segmentului AB pentru fiecare caz.
r=4cm,

a) @e R=6cm,
0,0,=8cm

r=2cm,
R=6cm

c) % R=7cm,
1

O1O2 =12cm

C. in trei puncte distincte;
D. intr-o infinitate de puncte.

Tangenta la un cerc si raza in punctul de tangenta sunt:

C. confundate;
D. semidrepte opuse.

C, (O, r)sicercul C,(O,r),cur,=4cm,r,=9cmsi 0,0,=13 cm, sunt:

C. tangente exterior;
D. exterioare.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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EVALUARE SUMATIVA

I. Alegeti varianta corectd de raspuns. Doar un rdspuns este corect.

5p

5p

5p

5p

5p

5p

1.

In interiorul unghiului *xAOB = 130°, se considera punctele Csi D cu <AOC = <BOD = 83°,
Masura unghiului COD este:

A.30%; B.36"; C.34% D. 32",
AOB, BOC, COA sunt unghiuri in jurul punctului O, <AOB = <BOC = 135°. Atunci:
A.AOLOB; B. BO10OC; C.A0L0OCG; D.CO Il AB.

De o parte si de alta a dreptei AB, se iau punctele C si D, astfel incat CA 1L AB, DB 1 AB.
Este adevarata relatia:

A.ACII BD; B. ACLBD; C.ABIl CD; D.AB L CD.

Doué drepte paralele formeazd cu o secantd unghiuri corespondente cu mésurile (3 - x)° si 102°.
Numarul x este:

A. 24; B.32; C.42; D. 34.

Punctul A este simetricul punctului B fata de dreapta g si AB = 7,2 cm. Distanta de la punctul A la
dreapta g este:

A.2,7 cm; B.3,6 cm; C.48cm; D. 14,4 cm.
Fie segmentul AB =16 cm si numerele r=6,9 cm, R = 9,6 cm. Cercurile C(A, r) si C(B, R) sunt:
A. secante; B. exterioare; C. tangente interior; D.tangente exterior.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

10p
10p

15p
10p

5p
5p
5p
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1.

Observati configuratia alaturata. Folosind datele C d
prezentate, raspundeti cerintelor: a 13%/ \
a) stablll';l‘dac'a dreptele asi 13 sunF paralele; (2x+ 40)°
b) determinati valoarea numarului x. b (3x + 25)° )

50/ \
Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente, iar OM respectiv ON sunt bisectoarele lor.

Se stie c& <AOB = 30"+ «BOC si <XMON = 75°.
a) Calculati masurile unghiurilor AOB si BOC;
b) Demonstrati ca bisectoarea unghiului CON este perpendiculara pe dreapta OM.

. Se considera un cerc de centru O si raza r = 4 cm si o dreapta a. Distanta de la punctul O, centrul

cercului, la dreapta a este d cm, de{2, 4, 6, 8}. Alegeti d astfel incat dreapta a sa fie:
a) secanta cercului;

b) tangenta cercului;

c) exterioara cercului

Nota: Timp de lucru 50 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.



6. TRIUNGHIUL

6.1 Triunghiul. Constructia unui triunghi
Triunghiul. Clasificare. Perimetru

“lfgil Ne amintim

Oricare ar fi punctele distincte A si B, numim segmentul AB (sau segmentul BA) multimea tuturor punctelor M
situate pe dreapta AB, intre A si B. Punctele A si B sunt capetele segmentului AB.

Perimetrul unei figuri geometrice este suma lungimilor laturilor sale.

Interiorul unui unghi ABC este multimea tuturor punctelor care apartin intersectiei dintre semiplanul delimitat
de AB, care contine punctul C si semiplanul delimitat de BC, care contine punctul A.

0"" ~ . w
L\l Rezolvam si observam

Triunghiul este laitmotivul multor obiecte din viata noastra. De la varste fragede, recunoastem obiecte in
forma de triunghi, identificam elemente ale acestora (varfuri, laturi, chiar si unghiuri).

Competente specifice: 1.6; 2.6; 3.6; 4.6; 5.6; 6.6

Exemplu.

a) Precizati numarul pieselor triunghiulare folosite pen-
tru realizarea puzzle-ului din prima imagine.

b) Identificati triunghiuri in a doua imagine.

Fiind date punctele necoliniare A, B, C, se pot forma segmentele AB, AC, BCsi triunghiul ABC.

Elementele triunghiului

Definitie si notatie Reprezentare geometricd . .
sinumdrul acestora

Multimea tuturor punctelor segmente-

lor AB, BC si CA, impreund cu capetele A C 3 varfuri: punctele A, B, G;
acestora formeaza triunghiul ABC. 3 laturi: segmentele AB, AC, BC;
Notam AABC sau AACB sau ABAC si citim 3 unghiuri: <BAC, <ABC, <ACB

triunghiul ABC sau triunghiul ACB sau tri- B sau <A, <B, <C.
unghiul BCA.

Reformulare, limbajul simbolisticii matematice: AABC=ABUBCUACU {A, B, C.

Multimea punctelor care apartin interi- A 7 C M € Int(<A), M € Int(<B)
oarelor tuturor unghiurilor triunghiului c siM € Int(<(),

ABC se numeste interiorul triunghiului si P deci M € Int(AABCQ).

se noteaza Int(AABC). B P € Ext(AABC).

Punctele care nu apartin triunghiuluisi  Int(AABC) = Int(<A) N Int(<B) N Int(<C)
nici interiorului sdu formeaza exteriorul Daca P & AABC si P ¢ Int(AABC), atunci
triunghiului. P € Ext(AABCQ).

Perimetrul triunghiului
Daca lungimile laturilor triunghiului ABC sunt AB = ¢, BC=a, AC = b, atunci perimetrul triunghiului ABC este
sumaa+b+c ScriemP, =a+b+c

Observatie. In practicd, intalnim probleme in care avem nevoie de semiperimetrul unui triunghi, adica de
a+b+c

2

numarul Passc =
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Masurati cu ajutorul raportorului unghiurile triunghiurilor ABC, DEF, GHL, apoi completati
masurile obtinute in caseta corespunzatoare.

A D G AABC ADEF AGHL
4D=60° | <G=50°
B £ H
C F L <4F=30° | <L=30°
Retinem!

Clasificarea triunghiurilor in functie de masurile unghiurilor

in functie de masurile unghiurilor, un triunghi In limbajul simbolisticii matematice

poate fi: in functie de masurile unghiurilor, AABC poate fi:

@ ascutitunghic, dacé toate cele trei unghiuri ale  # ascutitunghic, dacd <A < 90°, <B <90°si <«C < 90°;
sale sunt ascutite;

@ dreptunghic, daca unul dintre unghiurile sale  # dreptunghic, daca <A = 90°, sau <B = 90° sau <C =90°;
este unghi drept;

# obtuzunghic, dacé unul dintre unghiurile sale  # obtuzunghic, dacd <A > 90°, sau <B > 90° sau <C >90°-
este unghi obtuz.

Observatie. intr-un triunghi dreptunghic, latura opusa unghiului | Dac3 triunghiul DEF este dreptunghic si
drept se numeste jpotenuzd, iar laturile care formea- | 4f = 90°, atunci latura DF este ipotenuza,
za unghiul drept se numesc catete ale triunghiului. | jar laturile ED si EF sunt catete.

Masurati cu ajutorul riglei gradate la-

turile triunghiurilor MNP, QRS, TUV, apoi completati M Q
lungimile obtinute in caseta corespunzatoare. 7
AMNP AQRS ATUV
NP=2cm
PM=4cm |RS=2cm
MN=>5 cm N R s U %

,ﬁ. Retinem!
Clasificarea triunghiurilor in functie de lungimile laturilor

In limbajul simbolisticii matematice
In functie de lungimile laturilor, un triunghi poate fi: in functie de lungimile laturilor, AABC poate fi:
@ oarecare sau scalen, daca lungimile laturilor sale @ oarecare sau scalen, daca AB # BC, BC = AC si AC = BC.
sunt diferite doua cate douad;

@ jsoscel, daca doua dintre laturilor sale sunt con-  jsoscel, daca AB=BCsau BC=ACsau AC = AB.
gruente;

@ echilateral, daca toate cele trei laturi ale sale sunt @ echilateral, AB = BC= AC.
congruente.

Observatii 1. Dacd AABC este isoscel, cu AB = BC, atunci latura AC se numeste bazd a triunghiului.
2. Orice triunghi echilateral este isoscel.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni

In urma masuratorilor de la problemele 1 si 2, dupa ce am completat tabelul, constatam ca:

in AABC, si , deci in AMNP, , adica
AABC este triunghi ascutitunghic. , deci AMNP este
triunghi scalen.
in ADEF, , deci in AQRS, , adica
ADEF este triunghi dreptunghic. , deci AQRS este triunghi isoscel, cu baza RS.
In AGHL, , deci in ATUY, , adica
AGHL este triunghi obtuzunghic. , deci ATUV este triunghi echilateral.
Perimetrele respectiv semiperimetrele triunghiurilor MNP, QRS, TUV sunt:
Pomp=2Cm+4cm+5cm=11 cm,PAORS=4cm+4cm+2cm= 1Ocm,PATUV=4cm+4cm+4cm= 12cm.
P A P,
P =2 =55 cm; P, agrs Z%Z 5cm; Puv = ;UV =6cm.

:";:\ Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Se considera punctele distincte A, B, C, D. a) b) c)
Reprezentati geometric si notati triunghiurile
care se pot forma, in fiecare din cazurile:
a) punctele A, B, C sunt coliniare iar D & AB;
b) oricare trei dintre punctele A, B, C, D sunt
necoliniare.

2. Folosind notatiile date, pe 4 d) e) f)

baza observarii atente a

configuratiei aldturate: r

a) precizati numarul triun-
ghiurilor reprezentate;

b) enumerati triunghiurile c p £
pentru care segmentul AB 4.1.Sunt reprezentate triunghiuri ascutitunghice
este latura; in figurile:

¢) enumerati triunghiurile pentru care unul din- A. a),c)sid); C. a)sif);
tre unghiuri este <DAF. B. b)sif); D. o)si e).

3. Reprezentati triunghiul DEF si enumerati: 4.2, Sunt reprezentate triunghiuri obtuzunghice
a) t?ate modalitatile de notare a triunghiului; in figurile:
b) varfurile, laturile si unghiurile triunghiului; A. O sie); C. a),b)si f);

¢) unghiurile alaturate laturii EF; . .
d) latura opusa unghiului DEF. B. b) si ) D. b)si e).

4. Observati triunghiurile reprezentate pe coloana 4.3. Sunt reprezentate triunghiuri dreptunghice

alaturata, eventual masurati unghiurile, apoi in figurile:
alegeti litera care indica raspunsul corect. Doar A. q)sid); C. a)sio);
un raspuns este corect. B. a), c)si e); D. ¢)si e).
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5. Reprezentati geometric cate doua triunghiuri 7. Calculati perimetrul triunghiului MNP stiind ca:
pentru fiecare din cazurile: a) MN=8cm,NP=5cm, NP=10cm;
a) au un varf comun, notat cu M; b) MN =20 cm, NP=2,5dm,NP=0,15m;

¢) MN=NP=NP=0,01 km;

b) au o latura comund, segmentul NP; - ' v
d) semiperimetrul triunghiului este 40 cm.

) interiorul unuia este inclus in interiorul

celuilalt; 8. Laturile congruente ale unui triunghi isoscel au
lungimea 14 cm, iar perimetrul triunghiului este
35 cm. Calculati lungimea celei de-a treia laturi a
triunghiului.

d) au unghiul comun ABGC;
e) au interioarele disjuncte.

6. Precizati natura triunghiului ABC (isoscel, echi-
lateral, scalen, ascutitunghic, dreptunghic, obtuz-
unghic), in urmatoarele cazuri:

9. Semiperimetrul unui triunghi echilateral este
21 cm. Calculati lungimea unei laturi a triunghiului.

10. Punctul M este situat pe latura 4
AB=3cm,BC=4cm,AC=3cm; . . .
a) cm cm cm BC a triunghiului ABC. Se stie
b) AB=5cm, BC=0,5dm, AC=50 mm; < . . I
ca perimetrul triunghiului ABM C

¢) AB=6cm, BC=6,6 cm, AC=6,(6) cm; este 40 cm, perimetrul triun-
d) <BAC=90% ghiului ACM este 54 cm si perimetrul triunghiului
e) 9<A=33° <A+ <B=122°, «C=58" ABC este 60 cm.
f) <ACB=6000" Calculati lungimea segmentului AM.

Minitest h 8

1. In configuratia alaturata, punctele A, E, C respectiv B, E, D sunt coliniare. C
D
15p a) Scrieti toate triunghiurile reprezentate.
15p b) Scrieti triunghiurile reprezentate care au ca latura segmentul BC. 4
15p c) Scrieti triunghiurile reprezentate care au unul dintre unghiuri ABD. B

30p | 2. Untriunghiisoscel are perimetrul de 20 cm siuna dintre laturi de 9 cm. Calculatilungimile celorlalte
laturi ale triunghiului. Identificati toate cazurile posibile.

15p | 3. Stabiliti natura triunghiul FGH daca <F = 68°, <F + <G=158°, <G + <H=112".

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.

Suma masurilor unghiurilor unui triunghi.
Unghi exterior unui triunghi

Doud drepte paralele formeaza cu o secanta unghiuri alterne interne congruente, unghiuri alterne externe con-
gruente, unghiuri corespondente congruente, unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare, unghiuri
externe de aceeasi parte a secantei suplementare.
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= -

& S ST
%'@ Descoperim, intelegem, exemplificam

S bt

Problema 1. Consideram triunghiul ABC si DE paralela prin Ala BC, unde D si E
sunt situate de o parte si de alta a punctului A, ca in imaginea alaturata.

a) Demonstrati ca unghiurile DAB si ABC sunt congruente.
b) Demonstrati ca unghiurile EAC si ACB sunt congruente.
¢) Folosind congruentele demonstrate la subpunctele a) si b), deduceti
suma masurilor unghiurilor BAC, ABC, BCA.
Demonstratie.

A

a) Dreptele paralele DE si BC formeaza cu secanta AB unghiuri alterne interne congruente,
deci <DAB = <ABC.

b) Aceleasi drepte paralele formeaza cu secanta AC unghiuri alterne interne congruente,
deci <EAC = <BCA.

c) PuncteleE, A, D sunt coliniare, adica <DAE = 180°. Unghiurile EAC si CABsi, de asemenea, unghiurile CAB
si DAB sunt adiacente, de unde, <EAC + <CAB + <DAB = <DAE = 180°.
Din a) si b), «BAC + <ABC + <BCA = <DAB + <«CAB + <EAC. Obtinem <BAC + <ABC + <BCA = 180° sau
<A+ <B+ <C=180° unde <A, <B, <C sunt masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Prin aplicatia de mai sus, am demonstrat urmatorul rezultat important:

Teoremd In limbajul simbolisticii matematice
Suma mdsurilor unghiurilor oricarui triunghi este 180°. | triunghiul ABC, <A + <B + <C = 180"

Problema 2. Fie ABC un triunghi.

a) Reprezentati semidreapta CD, opusa semidreptei CB si semidreapta CE, opusd semidreptei CA.

b) Marcati unghiurile adiacente si suplementare cu unghiul ACB (unghiul C al triunghiului).

c) Repetati a) si b) pentru unghiurile A si B ale triunghiului ABC. Notati semidreptele obtinute astfel: AM
opusa cu AB, AN opusa cu AC respeciv BP opusa cu BA si BQ opusa cu BC.

d) Stabiliti relatia intre unghiurile marcate, justificind raspunsul.

Rezolvare
a)sib) d) B, C, D sunt coliniare, A, C, E sunt coliniare, adi-
A ca unghiurile ACD si BCE sunt opuse la varf,
deci <ACD = <«BCE.
Unghiurile marcate se numesc unghiuri exte-
B rioare triunghiului ABC. Au loc congruentele:
<ACD = <4BCE, <CBP = <ABQ, <BAN = <CAM.
.ﬁ. Retinem!
Definitie. Un unghi adiacent si suplementar cu un Fiecare triunghiare trei perechi de unghiuriexterioare.
unghi al triunghiului se numeste unghi exterior al Unghiurile exterioare corespunzatoare aceluiasi
triunghiului. varf sunt congruente.
Stim sa aplicam, identificam conexiuni
Aplicatia 1. Tn configuratia alaturata, este reprezentat triunghiul ABC. A

Punctul D este situat pe dreapta BC astfel incat C este intre B si D.
Comparati masura unghiului ACD, cu suma <A + <B.

Rezolvare. Unghiurile BCA si ACD sunt adiacente suplementare, deci
<BCA + <ACD = 180°. ¢ D
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Dar, suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°, adica <A + <B + <BCA = 180°.
Rezulta <ACD = <A + <B.

Prin aplicatia de mai sus am demonstrat urmatorul rezultat important:
Teorema unghiului exterior In limbajul simbolisticii matematice

Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu Daca ACD este unghi exterior triunghiului
suma masurilor unghiurilor triunghiului neadiacente cu ABC, atunci <ACD = <A + <B.
acesta.

Aplicatia 2. Orice triunghi are cel putin doua unghiuri ascutite.

Demonstratie. Fie AABC. Presupunem ca triunghiul are mai putin de doua unghiuri ascutite. Atunci, cel putin
doua unghiuri sunt obtuze sau drepte. Fie <A = 90° si <B = 90°. Atunci, <A + <B > 180° rezultat care contrazice
afirmatia demonstrata <A + <B+ <C = 180° cu <C > 0°. Rezulta cd presupunerea este falsa, deci afirmatia,,cel
putin doua unghiuri ale unui triunghi sunt ascutite” este adevarata.

Aplicatia 3. Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt complementare.
Demonstratie. Fie AABC, dreptunghic, cu <A =90°. Atunci, cum <A + <B+ <C=180°,
rezulta <B + <«C = 180° - 90°= 90°, ceea ce demonstraza ca <B si <C sunt complementare.

Ba®d Exersiam, ne antrenam, ne dezvoltim

1. Notam <A, <B, «Cmasurile unghiurilortriunghiu- 5. Copiati pe caiete tabelul si completati in caseta

lui ABC. Pentru fiecare dintre situatiile urmatoare, libera litera A, daca afirmatia este adevadrata si
determinati masurile unghiurilor necunoscute: litera F, daca afirmatia este falsa.
a) <A= 50:’ <B= 60:; Afirmatia A/F
':)) :g _ %Of A‘;Z’C; Dacd <A + <B = 90°, atunci <C = 90°.
d) <C=34°20, «B=2-4C: Daca <B + <C > 90° atunci <A < 90°.
e) <A=<4B=<C Daca <C + <A < 90° atunci <B < 90°.
f) “<A=2-<B=6-<C. Daca <A = 60°, <B = 60°, <C = 60°, atunci
2. Precizati natura fiecarui triunghi de la exercitiul 1 JA=<B=<C.
(ascutitunghic, dreptunghic, obtuzunghic). 6. Stabiliti daca triunghiul ABC este ascutitunghic,
3. Sandu deseneaza triunghiul DEF in care masura dreptunghic sau obtuzunghic in fiecare din
unghiului D este 48°. Alin spune c& celelalte doué situatiile:
unghiuri ar putea avea masurile 70° si 72°. Paul a) <A=45", <A=<B; b
spune ci celelalte doud unghiuri ar putea avea b) <B=25°, «C=62"
masurile 64° si 68°. c) <C=30",<A=24"+<8B.
Precizati, argumentat, care din ei are dreptate. 7. Infigura aldturata D
4. Fie triunghiul MNP. Completati in casetele libere <ABE = <(BD =90, £
masurile corespunzatoare unghiurilor: punctele B, £, D sunt
coliniare si 9A= <D. A B C
<:/\il 4'\! <1 a) Demonstrati ca <C = <AEB.
/5 46 b) Dacd <C = 60°, aflati masura unghiului <A.
%0 S 45 R 8. Fie triunghiul ABC cu <A =56°, <B=78°. Calculati
<M+ 12 <N+24 masurile unghiurilor exterioare ale triunghiului.
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10.

11.

Determinati masurile unghiurilor unui triunghi
stiind ca acestea sunt exprimate in grade sexa-
gesimale, prin trei numere naturale diferite, divi-
zibile cu 18.

Unghiurile AOB si COD sunt opuse la varf, O € AD,
<AOB =50°, <OCD = 80° si AB || CD.

a) Realizati un desen care sa corespunda enuntului.
b) Determinati masura unghiului ADC.

¢) Demonstrati ca <AOC = <BAO + <ABO.

in configuratia alaturata, B

B este un punct situat y 40°
pe bisectoarea <ADE,

exterior AACD. Se stie ca 7(2)0

<4DBE=40° «CAD=32° C—" E

si<ADC =70°.

a) Calculati masurile unghiurilor ACD si BEC.

b) Precizati, argumentat, daca dreptele AD si BE
sunt paralele sau concurente.

Minitest

20p a) Masura unghiului ABCeste ... °.

20p b) Un unghi exterior triunghiului ABN este ... .

20p c) Calculand masura unghiului ANC se obtine ... °.

30p 2. Segmentul BC este laturd comuna a triunghiurile ABC si DBC. Cu notatiile

Constructia triunghiurilor

& S A
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

din desen calculati masura unghiului ACD.

12.

13.

14.

15.

Doua dintre unghiurile exterioare ale unui
triunghi au masurile 99°si 137°. Calculati masurile
unghiurilor triunghiului.

Determinati masurile unghiurilor triunghiului
DEF, stiind ca <D = <E, iar unghiul exterior cu
varful in punctul F are mésura 100°.

Semidreapta BD este bisectoarea unghiului

ABC, iar paralela prin punctul A la dreapta BD

intersecteaza dreapta BC'in punctul E.

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Demonstrati ca <BAE = <AEB.

¢) Pentru <BAE = 78°, calculati masurile unghiuri-
lor triunghiului ABE.

Pe latura AB a triunghiului ABC, se considera punc-

tul P asa incat <BCP = 2 - 4ACP, <APC = 116° si

<B=56°.

a) Calculati masurile unghiurilor BCP si CAP.

b) Demonstrati ca perpendiculara in punctul B
pe BC este paralela cu dreapta AC.

o0

1. Punctele M si N sunt situate pe latura BC a AABC, <BAC = 100°, <AMB = 90° si <MAN = <CAN = 20°.
Copiati pe caiet si completati spatiile libere astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

Fiind dat un triunghi ABC, putem masura, cu ajutorul instrumentelor geometrice, lungimile celor trei laturi si
masurile celor trei unghiuri.
Ne propunem sa aflam de cate elemente, dintre cele sase, avem nevoie pentru a construi un triunghi.

Stim ca suma masurilor unghiurilor unui triunghi este 180°, deci este suficient sa cunoastem doua unghiuri
pentru a-l sti si pe al treilea.
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Problema 1. a) Folosind faptul ca cercul contine toate punctele situate la o distantd constanta de un punct fix,
verificati daca exista un triunghi MNP cu laturile de MN =1 cm, NP =2 cm, MP =4 cm.

b) Verificati daca exista un triunghi QRS cu laturilede QR=1cm,RS=2cm,QS=3 cm.

c) Verificati daca exista un triunghi DEF cu laturile de DE=3 cm, DF =2 cm, EF=1,5 cm.

d) Calculati sumele DE + EF, DF + EF, DE + DF.

e) Comparati DE + EF cu DF, comparati DF + EF cu DE, apoi comparati DE + DF cu EF.

Rezolvare.a) Construim segmentul MP =4 cm. Daca exista triunghiul MNP, atunci
Nestela1cmde Msila2cm de P.Prin urmare, N s-ar afla atat pe cercul de

centru M si raza 2 cm, cat si pe cercul de centru P si raza 1 cm. Construim M L
cele doua cercuri si observam ca acestea nu au puncte comune. - -

In concluzie, nu existd in plan un punct situat pe ambele cercuri, deci nu e

existd un triunghi in care MN + NP < MP. pm—

b) Construim segmentul SQ = 3 cm. Construind cercul de centru S si raza -
2 si cercul de centru Q si raza 1, acestea se intersecteaza in punctul R, ¢ s RY @
situat pe dreapta SQ. 5 ' 5
Adica nu existd un triunghi in care SR + RQ = SQ. A
QR=1cm,RS=2cm,QS=3cm,adica QS= QR + RS, deci punctele Q,R, S RS
sunt coliniare, deci nu pot fi varfurile unui triunghi.

¢) Pasul 1. Construim segmentul DE = 3 cm si cercurile C,(D, 2 cm) si H—F
C,(E 1,5cm)

Pasul 2. Notam cu F, si F, punctele in care se intersecteaza cele doua
cercuri.

Pasul 3. Trasam laturile triunghiului DEF, sau DEF.,.
Oricare dintre triunghiurile DEF, si DEF, are laturile cu lungimile cerute.
In concluzie, se pot construi triunghiurile DEF, si DEF, cu conditiile date.
d) DE+ EF=4,5cm; DF + EF=3,5cm; DE+ DF =5 cm.
e) Folosind calculele de la la d), rezulta DE + EF > DF; DF + EF > DE; DE + DF > EF.

Teorema (inegalitatea triunghiului) Daca existd triunghiul ABC, atunci AB + BC > AC; AB+ AC > BG;
Intr-un triunghi, suma lungimilor AC+BC>AB.

oricaror doua laturi este mai mare Daca g, b, ¢ sunt numere pozitive astfel incaita+ b > c;a+ c> b;
decat lungimea celei de-a treia b+ c> g, atunci exista un triunghi pentru care lungimile laturilor
laturi. sunt a, b, ¢, exprimate in aceeasi unitate de lungime.

Observatie. Pentru verificarea existentei triunghiului care are lungimile laturilor exprimate in aceeasi unitate
de masura, prin numerele pozitive a < b < ¢, este suficient sa verificdim dacaa + b > c.

Problema 2. a) Construiti triunghiul ABC cu BC = 3 cm, <ABC = 60° si <ACB = 50°. —n
b) Construiti triunghiul MNP cu MN = 3 cm, <NMP = 30° si MP = 2 cm.
Rezolvare. Yy " X
a) Pasul 1. Construim segmentul BC=3 cm. %
Pasul 2. De aceeasi parte a dreptei BC, construim semidreptele BX si CY astfel / \
incat <CBX = 60° si «BCY = 50°. /
Pasul 3. Notam cu A punctul in care se intersecteaza semidreptele BX si CY. / \
Acest punct exista pentru ca suma masurilor unghiurilor CBX si BCY este mai 3/\60” 50C>\C

micd decat 180°.
Pasul 4. Trasam laturile AB si AC.
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b) Pasul 1. Fixdm punctul M si construim un unghi cu varful M si cu masura de 30°.
Pasul 2. Pe o latura a unghiului, fixam punctul N astfel incat MN = 3 cm, iar pe
cealalta latura fixdm punctul P astfel incat MP = 2 cm. Am reprezentat laturile
MN si MP.

Pasul 3. Trasam segmentul NP, care va fi a treia laturd a triunghiului.
Rezolvand problemele 1 si 2, am descoperit trei situatii distincte in care se poate
construi un triunghi, cunoscand doar trei dintre cele sase elemente ale sale.

‘i. Retinem!

Se poate construi un triunghi in unul dintre urmatoarele trei cazuri:

1. Se cunosc lungimile tuturor celor trei laturi, care respecta inegalitatea triunghiului. (cazul LLL)

2. Se cunosc lungimile a doua laturi si masura unghiului format de acestea. (cazul LUL)

3. Secunosc masurile adoud unghiuri cu suma masurilor mai micé de 180° si lungimea laturii determinate de
varfurile lor. (cazul ULU)

Observatii. 1. Pentru cazul LLL, este esentiala inegalitatea triunghiului.
2. Daca se cunosc masurile a doua unghiuri si lungimea unei laturi, existenta triunghiului este
asigurata, prin cazul ULU, de conditia ca suma lor sa fie mai mica de 180°, masura celui de-al
treilea unghi fiind suplementul sumei celor doua.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvata 1. Andrei si Cristian locuiesc in acelasi oras si invata la aceeasi scoala. Distanta dintre casa
lui Andrei si scoald este 1500 m, iar distanta dintre casa lui Cristian si scoald este 1100 m. Andrei spune cd locu-
ieste la cel mult 400 de metri distanta de Cristian.
a) Precizati, argumentat, daca este posibil ca distanta dintre casele celor doi colegi sa fie la distantd mai
mica de 400 m.
b) Precizati in ce caz Andrei locuieste la 400 m de locuinta lui Cristian.
Solutie.
a) FieA, (S, punctele corespunzdtoare caselor celor doi colegi, respectiv sediului scolii, pe harta localitatii.
Atunci, AS = 1500 m si CS = 1100 m. Daca A, C, S sunt necoliniare, atunci AC + CS > AS, adica
AC+ 1100 > 1500, deci AC > 400. Cei doi locuiesc la o distanta mai mare decat 400 m, adica Andrei nu
locuieste la cel mult 400 m distanta.
b) Daca punctele A, C, S sunt coliniare, atunci sunt posibile trei cazuri de ordonare, dintre care este rele-
vant pentru problema doar cazul in care C este situat intre A si S, adica AC + CS = AS, deci AC=400 m.
Problemd rezolvata 2.
a) Construiti un triunghi ABC cu AB=4 cm, <ABC=75°,BC=5cm.
b) Masurati celelalte trei elemente ale triunghiului construit.
c) Scrieti unghiurile triunghiului in ordinea descrescatoare a masurilor lor.
d) Scrieti laturile triunghiului in ordinea descrescatoare a lungimilor acestora. 5¢m
Rezolvare a) Se construieste un unghi B de 75°. Pe laturile unghiului, se marcheaza
punctele A si C astfel incat AB=4 cm si BC =5 cm. Se traseaza latura AC.

C

b) Masuram cu raportorul unghiurile A si C, apoi masuram cu rigla gradata latura

A
AC. Obtinem: <BAC este de aproximativ 61°, <ACB este de aproximativ 44°, iar 4cm
AC este aproximativ 5,5 cm.
c) <B><A><C d) AC>BC> AB.
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Concluzie. n orice triunghi, unghiului mai mare i se opune latura mai mare, iar unghiului mai mici se

opune latura mai mica.

in orice triunghi, laturii mai mari i se opune unghiul mai mare, iar laturii mai mici i se opune un-

ghiul mai mic.

{3 . . .
Ba®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Reprezentati punctele A, B, C, necoliniare, astfel
incat AB =3 cm, <ABC=50°, BC=4cm.

2. Construiti, folosind instrumentele geometrice,
triunghiul ABCin care:
a) AB=4cm, <ABC=75° BC=5cm;
b) <ABC=50° BC=6 cm, <ACB = 60°
¢) AB=7cm,BC=9cm,AC=12cm.

3. Fie segmentele DE =5 cm si EF = 8 cm. Reprezen-
tati triunghiul DEF pentru <DEF € {30°,90°, 120°}.

4. Segmentul MN are lungimea 6 cm. Construiti tri-
unghiul MNP, stiind ca <MNP = 80° si <NMP = 65°.

5. Un triunghi isoscel are o latura cu lungimea
4 cm si alta latura cu lungimea 7 cm. Construiti
triunghiul, analizand toate cazurile posibile.

6. Construiti un triunghi echilateral care sa aiba
perimetrul 0,24 m.

7. Doua unghiuri au masurile 87°, respectiv 63°.
Calculati masura unui al treilea unghi, astfel incat
sa existe un triunghi ale carui unghiuri au aceste
masuri.

Minitest

10.

1.

12.

Construiti un triunghi avand masurile unghiurilor
40°, 75°i 65°. Decideti daca acesta este unic.
Precizati in care dintre situatiile urmatoare nu
se poate construi triunghiul ABC si justificati
alegerea facuta.

a) <A=120°, AB=5cm, <B=60°%

b) <B=88°BC=7cm,<«C=77%

c) AB=11cm,BC=11cm,AC=22cm;

d) AB=BC=0,5dm,AC=9cm.

Consideram segmentele AB =5 cm, CD =7 cm,
EF=ncm,neN.

Determinati cea mai mica si cea mai mare valoare
pe care o poate lua n astfel incat sa se poata cons-
trui un triunghi cu aceste segmente.

Construiti un triunghi isoscel cu baza BC, in care
<A=90°siAB=4,5cm.

a) Fie triunghiul MNP cu laturile MN = 6 cm,
NP=10cm, MP =8 cm. Scrieti unghiurile triun-
ghiului in ordinea crescatoare a masurilor lor.

b) Fie triunghiul DEF in care <D = 72°, <E = 48°.
Scrieti laturile triunghiului in ordinea descres-
catoare a lungimilor lor.

20p | 1. Construiti triunghiul ABCin care AB=3 cm, <A =105°, AC=5cm.
30p | 2. Construiti triunghiul isoscel DEF in care DE =4 cm si EF =10 cm.

40p 3. In triunghiul ABC se cunosc <A = 50°, <B = 88°, AB = 15 cm. Completati in caseta libera A, daci

Propozitia | A/F Propozitia | A/F
<C=31° AC<15cm
AC> BC P.ec>45cm
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propozitia este adevarata si F, daca propozitia este falsa.

20

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.



Bisectoarele unghiurilor unui triunghi. Concurenta bisectoarelor

A
Daca <ABC este unghi propriu si M € Int(<ABC) astfel incat <ABM = <MBC, atunci i
semidreapta BM este bisectoarea unghiului ABC. 5
Daca <ABC este unghi propriu si BM este bisectoarea unghiului ABC, atunci C
M € Int(<ABC) si <ABM = <MBC. d

Dreapta d este tangentd la cercul C(O, r) in punctul Tdaca d N C(O, r) ={T}.
Daca d este tangenta la cerc in punctul T, atunci OT L d.

Distanta de la centrul cercului la o dreapta tangenta la cerc este egala cu raza
cercului.

% Descoperim, intelegem, exemplificim

Aplicatia 1. Reprezentati un triunghi ABC.

a) Construiti bisectoarea AA, a unghiului BAC, A, € BC si bisectoarea BB, a unghiului ABC, B, € AC.
b) Notati cu/punctul in care AA, si BB, se intersecteaza.

¢) Construiti semidreapta C/si notati cu C, punctul in care aceasta intersecteaza latura AB.

d) Masurati unghiurile ACI si BCI si stabiliti relatia intre masurile lor.

Solutie.
a)sib)

A

d) Prin masurare, intuim ca
daca AA, si BB, sunt bisec-
toarele unghiurilor A res-
pectiv B, ale triunghiului
ABC, atunci <ACl = <Bd(,
adica semidreapta C/ este
bisectoarea unghiului C.

‘ﬁ. Retinem!

Oricare ar fi triunghiul ABC, bisectoarele un- Daca AA,, BB,, CC, sunt bisectoarele unghiurilor A, B res-
ghiurilor sale sunt concurente intr-un punct, pectiv G, ale triunghiului ABC, atunci exista /, astfel incat
notat, de requla, cu /. AA N BB, N CC ={l}.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 2. a) Reprezentati un triunghi ABC, apoi bisectoarele AA,, BB,, CC,. Notati cu / punctul in care se inter-
secteaza bisectoarele.
b) ConstruitiIM L BC,IN L AC,IP L AB,M € BC,N € AC, P € AB.
c) Masurati segmentele IM, IN, IP si decideti daca punctul / este situat la aceeasi distanta de cele trei laturi
ale triunghiului ABC.
d) Construiti cercul cu centrul / si cu raza IM.
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Solutie. .

b &

L
X

a)sib) ¢) Masurand segmentele obtinem: d)
IM = IN = IP, deci punctele M, N, P NiB,
sunt egal departate de /. : [

Atunci, cercul C(/, IM) contine
punctele N si P.

Laturile triunghiului ABC sunt tan-
gente la cercul C(/, IM).

‘ﬁ, Retinem!

in orice triunghi ABC, punctul de intersectie a bisectoarelor, notat cu /, este egal departat de laturile acestuia.
Cercul C(/, ), unde r este distanta de la punctul / la o latura a triunghiului, se numeste cercul inscris in triun-
ghiul ABC.

Cele trei laturi ale triunghiului sunt tangente la cercul C(/, r).

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Reprezentati triunghiul ABC, apoi trasati bisec-
toarele unghiurilor acestuia, stiind ca ABC este:
a) triunghi ascutitunghic;

b) triunghi dreptunghic;

c) triunghi obtuzunghic.

Reprezentati triunghiul DEF, apoi trasati bisec-
toarele unghiurilor acestuia, stiind ca DEF este:
a) triunghiisoscel;

b) triunghi echilateral;

c) triunghi oarecare.

Fie MNP un triunghi si MS bisectoarea unghiului

NMP, S € NP.

a) Daca <NMP =100°, calculati masurile unghiu-
rilor NMS si PMS.

b) Daca <SMN = 40°30; calculati masurile un-
ghiurilor SMP si NMP.

Fie triunghiul ABC si  un punct situat in interiorul

triunghiului.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere

astfel incat sa obtineti afirmatii adevarate:

a) Dacd Al este bisectoarea unghiului BAC, Bl este
bisectoarea unghiului ABC, atunci Cl este ... .

b) Daca <BAl = <CAl si <ABC =2 - <ABI, atunci,
<ACl ... <BCl.

Se considera triunghiul DEF in care <D = 68°,
<E =86° si FM bisectoarea unghiului DFE, MEDE.

184

a) Calculati masurile unghiurilor DFE, DFM si
EFM.
b) Aratati ca triunghiul DMF este obtuzunghic.

Pe latura BC a triunghiului ABC se ia punctul D
astfel incat <BAD = <CAD. Stiind ca <BAD = 44°,
<4ADC = 117°, determinati masurile unghiurilor
triunghiului ABC.

Triunghiurile ABC si DBC au varfurile A, D situ-
ate de o parte si de alta a dreptei BC. Stiind
ca <ABC = <ACB, <DBC = <DCB si ca AD este
bisectoarea unghiului BAC, demonstrati ca DA
este bisectoarea unghiului BDC.

8. Fie | punctul de intersectie a bisectoarelor un-

ghiurilor triunghiului MNP.

a) Daca <IMP=31°, <INM = 29°, calculati masuri-
le unghiurilor triunghiului MNP.

b) Daca <MNP = 80°, <IMP = 34°, calculati masu-
rile unghiurilor MPN si MIP

9. Triunghiul ABC este dreptunghic cu <BAC = 90°.

Calculati madsura unghiului obtuz format de
bisectoarele unghiurilor ABC si ACB.

10. a) Construiti triunghiul ABC in care <A = 307,

<4B=60°,AB=8cm.
b) Construiti bisectoarele unghiurilor triunghiu-
lui ABC, marcati centrul cercului inscris in tri-

unghi si trasati acest cerc.
o0




Minitest

5x6p

30p
30p

1.

Observati configuratia urmatoare, stiind ca unghiurile marcate la fel sunt congruente, apoi scrieti
in caseta libera litera A, daca propozitia este adevarata si litera F, daca propozitia este falsa.

Propozitia A/F

a)

AD este bisectoarea unghiului BAC al triunghiului ABC.

b)

| este centrul cercului inscris in triunghiul ABC.

c)

Bisectoarea unghiului ABC contine punctul /.

d)

Bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC nu sunt concurente.

e)

IT este raza a cercului inscris in triunghiul ABC.

f)

<4BAC=2-<4BIC.

in desenul aldturat, este reprezentatd schita unui teren ABCD.
Semidreapta DE este bisectoarea unghiului ADB, semidreapta BF
este bisectoarea unghiului CBD, <DAB=56°, <ABD = 54°. Unghiurile
ADB si BDC sunt congruente, iar dreptele DE si BF sunt paralele.

a) Determinati masurile unghiurilor ADB, BDE si BCD.

b) Precizati, argumentat daca BD este bisectoarea unghiului ABC.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Mediatoarele laturilor unui triunghi. Concurenta mediatoarelor

Am dedus, prin masurare, ca mediatoarea unui segment este multimea punctelor
din plan egal depdrtate de capetele segmentului.

Se numeste mediatoarea segmentului AB, dreapta perpendiculara pe M
AB, care contine mijlocul acestuia.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. Reprezentati un triunghi oarecare ABC.

a) Construiti mediatoarea d, a laturii BC si mediatoarea d, a laturii AC. Notati {M} = d, (] BCsi {N}=d, ) AC.
b) Notati cu O punctulin care d, si d, se intersecteaza.

c) Construiti dreapta d,, perpendiculara din O pe latura AB, si notati {P} = d, (] AB.

d) Masurati segmentele PA si PB si decideti daca d, este mediatoarea laturii AB.

Solutie.
a)sib)

d) Mediatoarele d, si d, ale laturilor BC res-
pectiv AC sunt drepte concurente, in O
(paralelismul lor ar implica coliniaritatea
punctelor A, B si C).

Verificam prin masurare ca perpendiculara
din O pe AB contine mijlocul segmentului
AB, deci d, este mediatoarea laturii AB.

185



.ﬁ. Retinem!

Oricare ar fi triunghiul ABC, mediatoarele laturilor ~ Daca d,, d,, d, sunt mediatoarele laturilor BC, AC,

sale sunt concurente intr-un punct, notat, de requl, AB ale triunghiului ABC, atunci exista O, astfel
uO. incatd Nd,N d,={0}.

Aplicatia 2. a) Reprezentati un triunghi ascutitunghic ABC, apoi mediatoarele d,, d,, d, ale laturilor acestuia.
Notati cu O punctul in care se intersecteaza mediatoarele.

b) Masurati distantele OA, OB, OC si decideti daca punctul O este situat la aceeasi distanta de cele trei
varfuri ale triunghiului ABC.

c) Construiti cercul cu centrul O si cu raza OA, numit cercul circumscris triunghiului ABC. Uzual, notam cu R
lungimea razei cercului circumscris unui triunghi .

d) Stabiliti, intuitiv, daca punctul O, centrul cercului circumscris, este situat in interiorul triunghiului ABC.

H =

H =

Solutie. a) b) c)

OA = OB = OC, deci punctele A, B, C
sunt egal depdrtate de O.

Atunci, cercul C(O, OA) contine
punctele Bsi C.

Laturile triunghiului ABC sunt
coarde ale cercului C(O, OA).

d) Centrul cercului circumscris triunghiului ascutitunghic ABC este situat in interiorul triunghiului:
O e Int(A ABQ).

‘ﬁ. Retinem!

in orice triunghi ABC, punctul de intersectie a mediatoarelor, notat cu O, este egal departat de varfurile
acestuia.

Cercul C(O, R), unde R = 0OA = OB = OC, se numeste cercul circumscris triunghiului ABC.

Cele trei laturi ale triunghiului sunt coarde ale cercului circumscris.

Aplicatia 3. Solutie.
a) Construiti mediatoarele laturilor triunghiului dreptunghic DEF, <D = 90°.
b) Stabiliti intuitiv pozitia punctului O, de concurentd a mediatoarele laturilor.
Deduceti ca O este mijlocul laturii EF, adica mijlocul ipotenuzei.
c) Construiti cercul circumscris triunghiului DEF.
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Aplicatia 4.

a) Construiti mediatoarele laturilor triunghiului obtuzunghic MNP, <M > 90°,
b) Stabiliti intuitiv pozitia punctului O, de concurentd a mediatoarele laturilor.
Deduceti ca O este situat in exteriorul triunghiului MNP.

c) Construiti cercul circumscris triunghiului MNP.

Concluzie.

1.

']
)

0'0’0"‘

e

Solutie.

1. Daca ABC este triunghi ascutitunghic, atunci centrul cercului circumscris triunghiului ABC este situat in

interiorul triunghiului.

2. Daca ABC este triunghi dreptunghic, atunci centrul cercului circumscris triunghiului ABC coincide cu

mijlocul ipotenuzei triunghiului.

3. Dacad ABC este triunghi obtuzunghic, atunci centrul cercului circumscris triunghiului ABC este situat in

exteriorul triunghiului.

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

a) Reprezentati segmentul AB de 4 cm si con-
struiti cu rigla si echerul mediatoarea segmen-
tului.

b) Reprezentati segmentul CD si construiti cu
rigla gradata si compasul mediatoarea
segmentului.

Trasati mediatoarele laturilor triunghiului ABC, in
fiecare dintre situatiile:

a) triunghiul este ascutitunghic;

b) triunghiul este dreptunghic;

c) triunghiul este obtuzunghic.

Trasati mediatoarele laturilor unui triunghi DEF
atunci cand acesta este:

a) triunghi isoscel;

b) triunghi echilateral;

) triunghi oarecare.

Construiti triunghiul ABC, mediatoarele laturilor
triunghiului si cercul circumscris acestuia, pentru
fiecare dintre situatiile:

a) AB=5cm,AC=4cm, <A =60%

b) BC=6 cm, <B=50° < C=100%

c) AB=BC=AC=10cm.

in triunghiul DEF, DE =5 cm, DM este mediatoarea
laturii EF, M € EF, FM =3 cm.

a) Masurati lungimea laturii DF.

b) Calculati perimetrul triunghiului DEF.

Fie triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90° si fie
punctul P, simetricul punctului B fata de dreapta
AC. Verificati dacd dreapta AC este mediatoarea
laturii BP a triunghiului BCP.

in triunghiul ABC, mediatoarele laturilor AB si BC
se intersecteaza in punctul O, iar triunghiul BOC
este echilateral, cu perimetrul 30 cm. Determinati
lungimea segmentului AO.

Construiti triunghiul ABC in care AB =5 cm, iar
punctul Ceste situat pe mediatoarea segmentului
AB, la distanta 6 cm fatd de dreapta AB.

. Mediatoarea laturii MN a triunghiului MNP

intersecteaza latura MP in punctul A si dreapta

NP in punctul B.

a) Verificati prin masurare daca triunghiurile
AMN si BMN sunt isoscele.

b) DacaP,, =24cmsiP, =28 cm,demonstrati

AMN
CaAB>2cm.

(Vv
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Minitest

1. Completati spatiile punctate astfel incat sa obtineti propozitii adevarate.

10p p,: Orice punct situat pe mediatoarea unui segment este ... de capetele segmentului.
10p p,: Mediatoarele laturilor unui triunghi sunt ... .
10p p,: Punctul de intersectie a mediatoarelor laturilor unui triunghi se numeste ... si este ... de varfu-

rile triunghiului.
10p p,: Cercul care contine varfurile unui triunghi se numeste ... .

2. Fie xOy un unghi si punctele A, B cu A€Ox, BE€Oy.
Mediatoarele segmentelor OA si OB se intersecteaza in punctul C. Justificati urmatoarele afirmatii.

25p a) Triunghiul ACO este isoscel.

25p b) Punctul C este centrul cercului circumscris triunghiului ABO.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acorda 10 puncte din oficiu.

Inaltimile unui triunghi. Concurenta

Doua drepte sunt perpendiculare daca acestea formeaza un unghi drept. d

Daca M este un punct exterior dreptei d, se numeste distanta de la M
punctul M la dreapta d lungimea segmentului MP, unde P este piciorul

perpendicularei din M pe d. MP = distanta

delaMlad
Daca M e d, distanta de la M la d este 0. dr
& .. e o P Piciorul perpendicularei
%’/@ Descoperim, intelegem, exemplificam \ din M pe d

Casuta din imaginea alaturata are fatada in plan vertical in forma de triunghi.

Daca dorim sa stim ce inaltime are casa, putem masura distanta de la varful triun-
ghiului la baza sa, adica sa aflam indltimea triunghiului.
Definitie. Se numeste indltime a unui triunghi ABC numarul pozitiv egal cu dis-
tanta de la unul dintre varfurile triunghiului la latura opusa.

Folosind definitia distantei de la un punct la o dreapta, putem reformula enuntul
de mai sus, astfel: .
Se numeste indltime a unui triunghi lungimea segmentului determinat de un &5
varf al triunghiului cu piciorul perpendicularei din acel varf pe latura opusa.

Observatie. Vom folosi termenul de indltime a triunghiului atat pentru a numi segmentul determinat de un
varf al triunghiului cu piciorul perpendicularei din acel varf pe latura opusa cat si pentru lungimea acestui
segment. Contextul in care lucrdm sugereaza daca este vorba de segmentul numit indltime sau de numarul
pozitiv corespunzator lungimii acestui segment.

inimaginea prezentats, AA, 1 BC, deci oindltime a triunghiului este segmentul AA, dar si lungimea segmentului
AA,, adica distanta de la varful A, la latura BC, opusa acestuia.

Pentru a construi inaltimile unui triunghi, folosim una din tehnicile de constructie a perpendicularei printr-un
punct al planului pe o dreapta data, fie cu ajutorul echerului, fie cu compasul si rigla negradata.
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Stim sa aplicam, identificam conexiuni B

Aplicatia 1.
Se considera triunghiul oarecare ABC.
a) Construiti, folosind unghiul drept al echerului, AA, L BC, A, € BC, apoi BB, 1 AC,
B, € AC. Notati cu H punctul in care dreptele AA, si BB, se intersecteaza.
b) Construiti dreapta CH si notati cu C, punctul in care aceasta intersecteaza latura
AB.
¢) Masurati unghiul CC A sau CC, B si stabiliti daca CC, L AB.

Solutie.€) «CCA=<BC C= 90°, deci CC, L AB, adica CC, este inaltime a triunghiului.

Retinem!

Oricare ar fi triunghiul ABC, dreptele suport ale indltimilor sale sunt concurente intr-un punct numit ortocen-
tru al triunghiului si notat, de regula, cu H.
Daca AA,, BB, CC, suntinaltimile triunghiului, atunci exista H, astfel incat AA, N BB, N CC, = {H}.

Folosind reprezentarea geometrica a inaltimilor triunghiului ascutitunghic ABC si no-
tand ortocentrul triunghiului cu H,, deduceti intuitiv ca ortocentrul apartine interiorului
triunghiului ABC, adica:
Daca AABC este ascutitunghic, iar H, este ortocentrul triunghiului, atunci
H, € Int(AABQ).

Aplicatia 2.
a) Construiti inaltimile triunghiului dreptunghic DEF, <D = 90°. Notati cu H, orto- E
centrul triunghiului.
b) Stabiliti intuitiv pozitia punctului H,. Deduceti ca ortocentrul coincide cu varful
unghiului drept al triunghiului DEF. !
Solutie.
a) In triunghiul DEF, ED este inaltimea din E, FD este inaltimea din F. Dacé DD, este F D=H
inaltimea din D, atunci DD, N EDN FD ={H,} = {D}.
b) H,coincide cu D.
Aplicatia 3.
a) Construiti inaltimile triunghiului obtuzunghic MNP, <M > 90°. Notati cu H, orto-
centrul triunghiului.
b) Stabiliti intuitiv pozitia punctului H,. Deduceti ca ortocentrul se gaseste in exteri-
orul triunghiului.
Solutie.
a) In triunghiul MNP, inaltimile din N, P si M sunt segmentele: NN, PP, respectiv
MM, iar dreptele lor suport se intersecteaza in H,. MM, N NN, N PP, ={H_}.
b) Observam ca H, € Ext(AABC).

& . H H
Retinem!

1. Intr-un triunghi ascutitunghic, ortocentrul este situat in interiorul triunghiului.
2. Intr-un triunghi dreptunghic, ortocentrul coincide cu varful unghiului drept al triunghiului.
3. Intr-un triunghi obtuzunghic, ortocentrul este situat in exteriorul triunghiului.
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& e

,::, Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

1. Reprezentati cate un triunghi si trasati inaltimile,
folosind instrumentele geometrice, in fiecare
dintre cazurile:

a) Triunghiul este ascutitunghic.

b) Triunghiul este dreptunghic.

) Triunghiul este obtuzunghic.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere

astfel incat afirmatiile sa fie adevarate.

p,: Ortocentrul unui triunghi ascutitunghic este
situatin ... triunghiului.

p,: Ortocentrul unui triunghi dreptunghic coinci-
decu....

p,: Ortocentrul unui triunghi obtuzunghic este
situatin ... triunghiului.

a) Construiti triunghiul ABC in care AB = 6 cm,
ABC=55°BC=7cm.

b) Construiti inaltimile AM, BN si CP ale triun-
ghiului ABC, cu ajutorul echerului si notati or-
tocentrul cu H.

c) Copiati pe caiete tabelul si scrieti in caseta li-
bera litera A, daca propozitia este adevarata, si
litera F, daca propozitia este falsa.

Propozitia

A/F

Punctul M este piciorul perpendicularei din 9,
varful A pe latura BC.

AN L BC.

ZCPA=90".

AM 1 BN N CP = {H}.

10.

4. Pe latura EF a triunghiului DEF, cu <DEF = 65°,
se considera punctul L astfel incat <EDL = 25°.
Demonstrati ca segmentul DL este indltime a
triunghiului DEF.

Construiti un triunghi obtuzunghic ABC in care
LBAC > 90°. Reprezentati inaltimile BM si CN ale
triunghiului si notati cu H punctul de intersectie
a acestora. Demonstrati ca:

a) AH L BG;

b) <ABM = <ACN.

Triunghiul MNP este dreptunghic, <MNP = 90°
si A este un punct pe latura MN. Perpendiculara
din A pe dreapta MP intersecteaza NP in punctul
B. Demonstrati ca A este ortocentrul triunghiului
BMP.

Fie triunghiul ABC cu <BAC =90° si AD inaltime a

triunghiului.

a) Demonstrati ca unghiurile ABD si CAD sunt
congruente.

b) Pentru <CAD = 28°, aflati masurile unghiurilor
triunghiului ABD.

Reprezentati un triunghi DEF cu «D = 57° si

LE=75°

a) Calculati masurile unghiurilor formate de
laturile triunghiului cu indltimea DM.

b) Determinati masura unghiului ascutit format
de indltimile EN si FP.

In triunghiul obtuzunghic ABC: <ACB = 120°,

AD este indltime a triunghiului si <BAC = <CAD.
a) Realizati un desen conform datelor problemei.
b) Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

Se considera triunghiul ABC in care <B = 45°,

<C=60°si AD este indltime a triunghiului.

a) Calculati masurile unghiurilor BAD si CAD

b) Construiti triunghiul ABC, stiind ca AD =5 cm.
Descrieti toate etapele pe care le parcurgeti
pentru realizarea constructiei.

Minitest o
30p | 1. Segmentul colorat cu albastru nu este inaltime a 60p 2. In triunghiul ABC, <ABC = 50°,
triunghiului ABCin desenul: <ACB = 70°, AD este indltime a
A.a); B. b); C. o); D. b)si¢) triunghiului, E € BC si AE este
4 4 bisectoarea unghiului BAC, E € BC.
Determinati masura unghiului DAE.
Nota: Timp de lucru 20 de minute.
B C B C B A Se acordd 10 puncte din oficiu.
a) b) c
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Medianele unui triunghi. Concurenta

Mijlocul segmentului AB este punctul M, situat pe
segmentul AB, la distantd egala de capete. (AM = MB).

Daca M este situat pe segmentul AB si MA = MB, atunci

Daca AB =20 cm si M este mijlocul segmentului AB,
atunciAM =MB =10 cm.
Daca AB=20cm si AM=MB =10 cm, atunci M este

M este mijlocul acestuia. mijlocul segmentului AB.

Daca M este mijlocul segmentului AB, atunci A si B sunt simetrice fata de M.
& G A —
%’/@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Definitie. Se numeste mediand a unui triunghi segmentul determinat de un varf al triunghiului si mijlocul

laturii opuse.
Aplicatia 1. @) Reprezentati un triunghi ABC si trasati medianele AM si BN. A
Notati cu G intersectia acestora.
b) Trasati semidreapta CG si notati cu P intersectia acesteia cu latura AB. z
c) Madsurati cu rigla gradata segmentele PA si PB si stabiliti daca CP este mediana N
a triunghiului. B
Solutie. €) PA = PB, deci CP este mediana a triunghiului. M c

Retinem!

In orice triunghi, medianele sunt concurente intr-un punct, numit centru de greutate al triunghiului si care se
noteaza, de regula, cu G.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni g

Aplicatia 2.

a) Decupatidin carton o suprafata triunghiulard MNP. Reprezentati medi-
anele MM, NN,, PP, ale triunghiului si notati cu G centrul de greutate
al acestuia.

b) incercati sa mentineti suprafata decupata in pozitie orizontala, spriji-
nind-o doar pe punctul G, ca in imaginea alaturata.

Intuitiv, centrul de greutate al unei suprafete este punctul in care poate fi spriji-
nita suprafata astfel incat sa ramana in echilibru, in pozitie orizontala.

In practica, cunoasterea pozitiei centrului de greutate a unei suprafete omo-
gene este esentiala pentru stabilirea echilibrului acesteia.

J-a, = = =
Pa®d Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
*-@

oy

2. Fie triunghiul ABC, AD, BE mediane ale triun-
ghiului si AD N BE = {G}. Copiati pe caiete si
completati spatiile libere astfel incat afirmatiile
sa fie adevarate.
p,:Punctul D este ... laturii BC.

p,: Daca AC=n-AE, atuncin este egal cu ... .
p,: Punctul G se numeste ... al triunghiului ABC.

1. Reprezentati cate un triunghisitrasati medianele,
folosind instrumentele geometrice, in fiecare
dintre cazurile:

a) Triunghiul este ascutitunghic.
b) Triunghiul este dreptunghic.
c) Triunghiul este obtuzunghic.
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3.

Reprezentatitriunghiul ABC, medianele sale AD, BE,

CF si notati cu G centrul de greutate al triunghiului.

a) Masurati cu rigla gradata si exprimati in mi-
limetri lungimile segmentelor AD, AG, GD.
Completati cu datele obtinute din masuratori
tabelul urmator:

4G | 6D
AD | AD

AD | AG | GD

b) Masurati cu rigla gradata segmentele BD, BG,
GE respectiv CF, CG, GF.
Completati datele obtinute in tabelul urmator:

BG GE
BE | BG | GE | — | —
BE BE
cG CF
CF | CG | GF | — | —
GF GF

c) Folosind rezultatele masuratorilor efectuate,
scrieti in caseta libera litera A, daca propozitia
este adevarata si litera F, daca propozitia este

Segmentele AM, BN, CP sunt medianele AABC, iar
punctul G este centrul de greutate al triunghiului.
Folosind rezultatul de mai sus, calculati:
a) lungimile segmentelor AG si GM, daca

AM =24 cm.
b) lungimea segmentului BN, daca BG =12 cm.
¢) lungimile segmentelor CG si CP, daca GP =4 cm.

a) Construiti triunghiul dreptunghic DEF cu
<EDF =90°, DE=6 cm, DF =8 cm.

b) Construiti mediana DM corespunzatoare ipo-
tenuzei EF si masurati cu ajutorul riglei grada-
te lungimile segmentelor DM si EF.

c) Precizati care dintre relatiile urmatoare este
adevarata:

A. DM = EF; c.om= .
EF 3
B. D=~ D. DM = 2EF.

Reprezentati printr-un desen un cerc de centru O

si fixati pe acesta punctele A, B, C, cu BC diametru.

a) Determinati cu ajutorul raportorului mdsura
unghiului BAC.

b) Pe baza rezultatelor obtinute la problemele 5
si 6, deduceti daca urmatoarele afirmatii pot fi
adevarate:

falsa.
Propozitia |A/F Propozitia A/F
p]: AG:E.AD p3: E:&:E:z
3 AD BE CF 3
p,: BE=2-GE p,; CF=3-GF

Comentariu. Problema 3 valideaza, prin masurare,
urmdtorul rezultat important care va fi demonstrat
ulterior:

in orice triunghi, centrul de greutate se afla pe fiecare
mediana la doud treimi de varf si o treime de bazd.

Minitest

1. Se considera triunghiul ABC. Copiati pe caiete si completati spatiile punctate pentru a obtine

propozitii adevdrate.

- ,In orice triunghi dreptunghic, mediana cores-
punzatoare ipotenuzei are lungimea egala cu ju-
matate din lungimea ipotenuzei.

» ,Daca mediana corespunzatoare unei laturi are

lungimea egala cu jumatate din lungimea acestei
laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.”

7. Triunghiurile ABP si ABQ sunt dreptunghice,

JLAPB = <AQB = 90°, iar punctul C este mijlocul
segmentului AB. Demonstrati, folosind rezulta-
tele obtinute la problema 6, ca CP = CQ.

10p a) Daca punctul M este mijlocul laturii BC, atunci AM este ... a triunghiului ....

10p b) Daca BN este mediana a triunghiului ABC, atunci punctul N este ... laturii ....

10p c) Daca AM si BN sunt mediane ale triunghiului ABC si AM N BN = {G}, atunci G este ... al triunghiului ....
10p d) Daca AM este mediana a triunghiului ABC, BM =3 - x cm si CM = (x + 8) cm, atunci x =....

BG=14cm.

25p a) Calculati lungimile segmentelor MA si NB.

2. Fie MA si NB mediane ale triunghiului MNP si G centrul sdu de greutate. Se stie cd MG = 28 cm si

o0

25p b) Demonstrati ca triunghiurile ABG si MNG sunt isoscele.
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Congruenta triunghiurilor oarecare

Doua figuri geometrice sunt congruente daca, prin suprapunere, acestea coincid.
Enunt In limbajul simbolisticii matematice Reprezentare geometricd

9]

Doua segmente AB si CD sunt Daci AB= CD. atunci AB = CD.

congruente dacad si numai y ) ]
daca au aceeasi lungime. Daca AB = CD, atunci AB = CD. B C BE

Doud unghiuri ABC si DEF sunt | ) 5w ABC = %DEF, atunci %ABC = <DEF.

congruente daca si numai . . B
dacd au aceeasi mésura. Daca «ABC = «DEF, atunci <ABC= «DEF.

Ne propunem sa aflam prin ce se caracterizeaza doua triunghiuri congruente, adica doua triunghiuri care

coincid prin suprapunere.

Materiale necesare: doua folii transparente, markere, instrument de scris pe caiet.

Pasul 1. Pe o folie transparenta, reprezentati un triunghi oarecare ABC.

Pasul 2. Suprapuneti a doua folie transparenta peste prima si ,copiati” triunghiul reprezentat. Notati noul
triunghi cu A, B.C, astfel incat A se suprapune cu A, B se suprapune cu B,, C se suprapune cu C..
Stabiliti, intuitiv, daca triunghiurile sunt congruente.

Pasul 3. Detasati cele doua folii, observati si scrieti corespondenta intre elementele triunghiurilor.

Pasul 4. Stabiliti, prin suprapunere, daca elementele corespunzatoare ale celor doua triunghiuri sunt

congruente.
Pasul 5. Rotiti una dintre folii astfel incat A se suprapune pe B, si semidreapta AB se suprapune pe semidreapta B,C..
Pasul 6. Stabiliti daca triunghiul ABC coincide, prin suprapunere, cu triunghiul B.CA,. TF
Solutie. d_D
Pasul 1 Pasul 2 Elemente corespunzdtoare
C C, AABC AAB C
<A A,
<B B,
xC xC
A
As AB A B,
B B,
AC AC,
BC B.C,
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Pasul 4 Pasul 5 Pasul 6
IA=<A, A C AABCsi AB,C A, nu coincid prin
IB=<8B, suprapunere, deci nu sunt con-
%C=<C, gruente
AB=AB,
AC=AC,

BC=B,C.. B, =A l

a3l Descoperim, intelegem, exemplificam

N

Definitie. In limbajul simbolisticii matematice

Doua triunghiuri AABC si AA B.C, sunt congru-  pacj AABC=AAB.C,atunci<A= <A, 4B=<B,,
ente dacd au toate elementele corespunzatoare  «C=<%C,AB=A B, AC=AC,BC=B_C,.
respectiv congruente. Daca <A=<A,«B=<x8B,41(C=4(C,AB=AB,
Scriem AABC = AA1B1C1 AC=A1C1, BC= B1C1, atunci AABC= AA1B1C1.
Aplicatia practica 1 demonstreaza ca e posibil ca AABC=AA B,C,, dar AABC# AB,C A, adica inainte de a scrie
relatia intre doua triunghiuri congruente, trebuie sa identificam elementele corespunzatoare congruente ale

acestora.

‘ﬁ, Retinem!

1. Daca facem referire la un triunghi, nu este esentiala ordinea in care citim varfurile. Astfel, triunghiul cu
varfurile A, B, C, poate fi scris in oricare dintre formele: AABC, ACBA, AACB, ABCA, ABAC, ACAB.

2. Daca ne referim la congruenta triunghiurilor, este esential ca scrierea celor doua triunghiuri sa respecte
ordinea de corespondentd intre elemente.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvata
Consideram triunghiurile congruente ABC si MNP.

a) Daca AB=10cm, MP =8 cm, BC =9 cm, calculati perimetrul triunghiului MNP.
b) Daca <A = 74° si <N = <P, calculati masura unghiului B.
Reformulare Demonstratie
a) Ipoteza: AABC= A MNP, | Din AABC= A MNP, rezulta AB= MN, AC=MP, BC= NP, adica MN =10 cm,
AB=10cm, MP=8cm, | NP=9cm, MP=8 cm si
BC=9cm P....=MN+NP+MP=27cm.

A MNP
Concluzie: P P

b) Ipoteza: AABC = AMNP, | Din A ABC = A MNP, rezultd <A = <M, 4B = <N, <C = <P.
JA=74"si<N=<xP Obtinem <M= <A = 74",
Concluzie: B Atunci, <N + <P = 180"- 74° = 106°. Din <N = <P, rezultd <N = <P =53".
Dar, <B= <N, adicd <B = 53°.

194



p-a
e o
°-o

4

Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Triunghiurile ABC si DEF sunt congruente. Copiati
pe caiete si completati spatiile punctate astfel
incat sa obtineti relatii adevarate:

a) AB=..,; c) ...=DF
b) <A=..; d) ... =<xDFE.

2. Triunghiurile ABC si MNP sunt congruente.

a) Argumentati faptul ca scrierea A ABC= A MNP
este echivalenta cu scrierea AACB= A MPN.

b) Identificati si prezentati alte doua forme de
scriere corecta a congruentei celor doua
triunghiuri.

3. Triunghiul ABC are proprietatea ca A ABC=A ACB.
a) Scrieti congruenta laturilor corespunzatoare.
b) Folosind rezultatele de la subpunctul a), de-

monstrati ca triunghiul ABC este isoscel.
c) Daca perimetrul triunghiului ABC este 40 cm, iar
BC =18 cm, calculati lungimile laturilor AB si AC.

4. Copiati pe caiete si completati in caseta libera
A, daca propozitia este adevarata si F, daca
propozitia este falsa.

Propozitia A/F

p,: Daca AABC=ADEF, atunciP, . =P, ..

p,DacaP, ,,.=P, . atunciAABC= A DEF.

p,: Daca doua triunghiuri sunt congruente,
atunci ele au unghiurile respectiv
congruente.

p,Daca doua triunghiuri au unghiurile
respectiv congruente, atunci ele sunt
congruente.

Minitest

Triunghiul DEF are proprietatea ca A DEF = A EFD.
a) Scrieti congruenta laturilor corespunzatoare
si congruenta unghiurilor corespunzatoare.

b) Folosind rezultatele de la subpunctul a), de-

duceti natura triunghiului DEF.
c) Determinati masura unghiului DFE.

a) In desenul de mai jos, sunt reprezentate doué
triunghiuri congruente, iar perechile de laturi
congruente sunt reprezentate cu aceeasi cu-
loare.

E
B, ji
AA P
C F.

Alegeti scrierea corecta a congruentei lor.

A.AABC=ADEF; B.AABC=ADFE; C.AFDE=ACBA.

b) in desenul urmator sunt reprezentate doua tri-
unghiuri congruente, iar perechile de unghiuri
congruente sunt marcate cu aceeasi culoare.

H P
M
G
1 N

Alegeti scrierea corecta dintre urmatoarele:

A.AGHI=AMNP; B.AGIH=AMNP; C.APMN=AIHG.

7.

In triunghiul ABC, «C este drept, iar <B = 36". Dacé
AABC = ADEF, precizati masurile unghiurilor D si F.

n

1. Desenati pe o foaie de hartie un patrat ABCD si trasati segmentul AC. Decupati suprafata patratica
ABCD si indoiti-o dupa dreapta AC.
15p a) Precizati daca punctul B se suprapune peste punctul D.
15p b) Stabiliti intuitiv daca triunghiurile ABC si ADC sunt congruente.
15p c) Scrieti congruenta elementelor corespunzatoare ale celor doua triunghiuri.
2. Triunghiul ABC are proprietatea A ABC = A BCA.
15p a) Scrieti laturile corespunzdtoare congruente.
30p b) Daca AB+%+% =11 cm, calculati perimetrul triunghiului ABC.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Criterii de congruenta a triunghiurilor

In practica, sunt utile atat proprietatile matematice pe care figurile congruente le au, cat si unele conditii sufi-
ciente cu ajutorul carora sa demonstram congruenta unor figuri geometrice.

Daca sunt date numerele pozitive g, b, c,cua + b > ¢, a + ¢ > b si b + ¢ > g, atunci exista un unic triunghi ABC
cuBC=a,AC=b, AB=c. (Cazul de constructie LLL)

Daca sunt date doud numere pozitive a si b si mdsura unui unghi a°, atunci exista un unic triunghi ABC cu
BC=a, AC=b, <ACB = a’. (Cazul de constructie LUL)

Daca sunt date masurile a doua unghiuri a° si °, cu o® + 3° < 180° si numarul pozitiv a, atunci exista un unic
triunghi ABC cu BC = a, ¥ABC = a° si <ACB = 3°. (Cazul de constructie ULU)

e
h

Descoperim, intelegem, exemplificam

Daca doua triunghiuri sunt congruente, conform definitiei, rezulta sase perechi de elemente congruente, nu-
mite elemente corespunzatoare ale celor doua triunghiuri. Ne propunem sa aflam cate perechi de elemente
corespunzatoare congruente sunt suficiente pentru a demonstra ca doua triunghiuri sunt congruente.

Cazurile de constructie amintite mai sus sugereaza unicitatea triunghiului construit, facand abstractie de po-
zitia acestuia in plan. Triunghiurile congruente sunt triunghiuri care au exact aceleasi masuri ale elementelor
corespunzatoare, dar care pot avea pozitii diferite in plan.

Prin urmare, deducem c4d, pentru a demonstra congruenta a doua triunghiuri, este suficient ca ele sa poata
fi construite cu acelasi caz si sa aiba aceleasi dimensiuni ale elementelor utilizate in constructie.

Obtinem, cu acest rationament, urmatoarele criterii (cazuri) de congruenta a triunghiurilor:

Criteriul In limbajul simbolisticii matematice / Reprezentare
geometricd

Daca AB=MN, BC= NP si AC= MP, atunci AABC = AMNP

C P
1. Cazul de congruenta LLL
Daca doua triunghiuri au toate laturile respectiv
congruente, atunci triunghiurile sunt congruente.
A B M N

2. Cazul de congruenta ULU
Daca doua triunghiuri au o latura si unghiurile alaturate ei respectiv congruente, atunci triunghiurile sunt
congruente

In limbajul simbolisticii matematice / Reprezentare geometricé

Daca <A= <M, «B= xNsiAB= MN, | Dacd <A= <M, «C=xPsiAC=MP, | Daca <B= <N, <C= «Psi BC= NP,
atunci AABC= A MNP. atunci AABC= A MNP. atunci AABC= A MNP.

C P : / mm
A B M N
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3. Cazul de congruenta LUL

rile sunt congruente.

Daca doua triunghiuri au doua laturi si unghiul determinat de ele respectiv congruente, atunci triunghiu-

In limbajul simbolisticii matematice

Daca «A=<M, AB=MN si ACMP,
atunci A ABC=A MNP

Daca «B=«N, BC=NP si AB=MN,
atunci A ABC=A MNP.

Daca «C=«P, ACEMP si BC=NP,
atunci A ABC=A MNP.

C B

A B M

C P,

A B M N

C P

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Problema rezolvata. Segmentele AB si CD au acelasi mijloc, punctul M, iar C este exterior dreptei AB.

a) Demonstrati ca AMAC=AMBD si AMAD = A MBC.
b) Folosind rezultatul de la subpunctul a), deduceti ca AD=BCsi AC=BD.
c) Demonstrati ca triunghiurile CAD si DBC sunt congruente.
d) Folosind rezultatele demonstrate mai sus justificati paralelismul: AD Il CB si AC |l BD.

Ipoteza:

ABN CD={Mj,
MA = MB si
MC = MD.

Demonstratie
a) Dinipoteza, MA= MB.

Unghiurile AMC si BMD sunt opuse la varf, deci xAMC = «BMD.

Din ipoteza, MC=MD.

Concluzie:
a) AMAC = AMBD si AMAD = AMBC. 4 D
b) AC=BD si AD = BC.
¢) ACAD = ADBC. c 3
d)AD I CBsi ACII BD
(1
(2)
3)
Din (1), (2) si (3), conform cazului de congruenta LUL, rezulta A MAC= A MBD. .
(4)

Din ipoteza, MA = MB.

Unghiurile AMD si BMC sunt opuse la varf, deci <AMD = <BMC.

Din ipoteza, MD = MC.

(6)

(5)

Din (4), (5) si (6), conform cazului de congruenta LUL, rezultd A MAD = A MBC.

b) Din AMAC = A MBD, rezulta AC = BD, iar din A MAD = A MBC, rezulta AD = BC.
¢) Din b), stim ca AC=BD si AD = BC. Dar, CD = CD (laturd comund). Conform cazului de congruenta LLL,

rezulta A CAD = A DBC.

d) Congruenta demonstrata la punctul c) implica <ACD = «CDB si <ADC = «<D(CB. Dreptele AC si DB
formeaza cu secanta CD unghiuri alterne interne congruente, adica AC Il BD. Analog, pentru dreptele
AD si CB, cu secanta CD, rezultand AD |l CB.

Tema de portofoliu.

Segmentele AC si BD se intersecteaza in punctul M. Stiind ca AB= CD si AB Il CD, demonstrati ca:

a) punctul M este mijlocul comun al segmentelor AC si BD;
b) dreptele AD si BC sunt paralele.
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1.

d) e) f)
E P B
H
L I A
C D
F T M 1

&« Je—a

Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

in figura de mai jos, elementele celor doua triun-
ghiuri, despre care stim ca sunt congruente, sunt
marcate la fel.

Q D N
L@E :;\ 4
a) Scrieti congruentele corespunzatoare marca-
jelor din desen.
b) Deduceti daca triunghiurile sunt congruente,

precizand criteriul (cazul) de congruenta folo-
sit si scrieti relatia dintre ele.

in fiecare din urmatoarele configuratii, sunt re-
prezentate cate doua triunghiuri congruente.
Elementele corespunzdtoare ale celor doua triun-
ghiuri (laturi si unghiuri), despre care stim ca sunt
congruente, sunt marcate cu simboluri identice.

a) b) c)
C C. Dx—r1C
Akz; y B t P
D E D E
F F A—B

Folosind marcajele din desene, pentru fiecare
subpunct, completati X in caseta corespunza-
toare criteriului conform cdruia triunghiurile sunt
congruente, dupa model.

a) |b) [0 |d |e) )
L.L.L. X
L.U.L.
U.L.U.

198

Oana si Petra au de demonstrat ca triunghiurile

ABC si DEF sunt congruente. Ele au demonstrat

deja ca AB=DE si <A=<xD.

a) Daca Oana va folosi criteriul LUL, precizati
ce congruenta mai are ea de demonstrat.

b) Daca Petra va folosi criteriul ULU, precizati ce
congruenta mai are ea de demonstrat.

D

A B E
Adrian are de demonstrat ca triunghiurile ABC si
MNP sunt congruente. El a demonstrat deja ca
AB = MN si BC = NP. Constata ca nu are date
suficiente pentru a demonstra ca AC = MP.
Precizati ce caz de congruenta ar putea folosi si
ce congruenta mai are de demonstrat pentru a

aplica acest caz.
M

P

Au loc congruentele:
AABC = ADEF si A DEF = A PQR.

Determinati masurile unghiurilor triunghiului
ABC stiind ca «F = 54°si «Q = 72°.

a) Doua triunghiuri isoscele au bazele congru-
ente si perimetrele egale. Demonstrati ca
triunghiurile sunt congruente.

b) Doua triunghiuri echilaterale au perimetre-
le egale. Demonstrati ca triunghiurile sunt
congruente.

Triunghiul ABC este isoscel, iar punctul M este
mijlocul bazei BC. Precizati daca triunghiurile
ABM si ACM sunt congruente si, in caz afirmativ,
precizati cazul de congruenta folosit.



10.

Cercurile C(A, r,) si C(B, r,) sunt secantein punctele
CsiD.
Demonstrati ca triunghiurile ABC si ABD sunt
congruente.
C,r)

cC(B 1)

Triunghiul DEF este oarecare si A este mijlocul

laturii DE. Perpendiculara in A pe dreapta DE

intersecteaza latura DF in punctul M si dreapta

EF in punctul N.

a) Realizati un desen in conformitate cu datele
problemei.

b) Demonstrati ca: AADM = AAEM; AADN = AAEN;
ADMN = A EMN.

Fie D mijlocul laturii AB a triunghiului ABC si Q
mijlocul laturii MN a triunghiului MNP.
Demonstrati ca daca ABCD = ANPQ, atunci
AABC=AMNP.

11.1n desenul urmator, AABC = ADEF, M este un

punct pe latura BC, N este un punct pe latura EF.
Daca AM este bisectoarea unghiului BAC, iar DN

Minitest

30p 1.

30p
30p

ca AABC = ADEF.

a) Demonstrati ca AADO = ACBO.
b) Calculati lungimea segmentului OC.

12.

13.

14.

15.

Infigura alaturata, sunt marcate la fel unghiuri,
respectiv segmente, congruente. Demonstrati

este bisectoarea unghiului EDF, demonstrati ca
A ABM = A DEN.

E 4
B M
4 D

Punctul M este mijlocul laturii BC a triunghiului
ABC, iar punctul N este mijlocul laturii EF
a triunghiului DEF. Demonstrati ca, daca
AABC = ADEF, atunci AACM = ADFN.

Punctul O este situat in interiorul triunghiului
ABCsi AAOB=ABOC=A COA.

a) Demonstrati ca triunghiul ABC este echilateral.
b) Calculati masura unghiului AOB.

In configuratia urma- E
toare, lungimile
segmentelor sunt
exprimate in centimetri.
Demonstrati ca triun-
ghiurile reprezentate
sunt congruente.

Pe prelungirile laturilor AB si AC ale triunghiului
ABC, se iau punctele P, respectiv Q, astfel incat
AP=AB si AQ= AC. Demonstrati ca AABC = AAPQ.

ANE

C D
W B F 0

2. Reprezentati un unghi ascutit xOy si fixati pe laturile sale punctele A, BeOx, C, De Oy astfel incat:
OA=25cm,AB=5,5cm, 0D =8cm, OB > OA, OC < OD si <OBC = «ODA.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Criteriile de congruenta a triunghiurilor dreptunghice

Se numeste triunghi dreptunghic un triunghi care are un unghi A ABC este dreptunghic dacd <A = 90° sau

drept. <B=90" sau <C=90".
Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt Dacd AABC este dreptunghic si <A = 90°,
complementare. atunci <B+ <C=90".

Intr-un triunghi dreptunghic, latura opusa unghiului drept se Dacd A ABC este dreptunghic si <A = 90°,
numeste ipotenuzd, iar laturile care formeaza unghiul drept se atunci BC este ipotenuzd, iar AB si AC sunt

numesc catete ale triunghiului. catete ale triunghiului.
L8 Descoperim, intelegem, exemplificam

N

Daca ne referim la doua triunghiuri dreptunghice, avem deja una dintre relatiile de congruenta a elemente-
lor corespunzatoare si anume congruenta unghiurilor drepte. Atunci, reluam criteriile de congruenta LUL si
ULU a triunghiurilor.

Consideram triunghiurile dreptunghice ABC si MNP cu <A = <M = 90°. Atunci laturile AB si AC sunt catete, iar
BC este ipotenuza in triunghiul ABC, iar MN si MP sunt catete, iar NP este ipotenuza in triunghiul MNP.

Daca se cunoaste un unghi ascutit, atunci al doilea este complementul sau, deci este cunoscut.

Cazul de congruenta LUL devine cazul CC (catetd - catetd) si poate fi formulat astfel:
(CC)

C R,
Daca doua triunghiuri drept- Daca AB=MN si AC = MP, atunci
unghice au catetele respectiv con- AABC = A MNP
gruente, atunci triunghiurile sunt A B M N

congruente.

Cazul de congruenta ULU conduce la doua situatii distincte.
1. Daca latura vizata este catetd, atunci devine cazul CU (cateta - unghi ascutit) si poate fi formulat astfel:

(CU) Daca «B= <N si AB= MN, atunci Daca «C= «Psi AC= MP, atunci

. . . AABC=A MNP. AABC=AMNP.
a) Daca doua triunghiuri dreptun-

ghice au cate o catetad si unghiul C P C P

ascutit aldturat acesteia respec-

tiv congruente, atunci triunghiu-

rile sunt congruente. A pM N 4 B M N

Daca «B= «N si AC= MP, atunci Daca «C= «Psi AB=MN, atunci
b) Dacé doua triunghiuri dreptun- AABC=A MNP. AABC= A MNP.
ghice au cate o cateta si unghiul

) X ; C R C P
ascutit opus acesteia respectiv
congruente, atunci triunghiurile
sunt congruente. y 5 M. N A B N
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Dacd latura vizata este ipotenuza, atunci devine cazul IU (ipotenuza - unghi ascutit) si poate fi formulat astfel:

(V) Daca «B= <N si BC= NP, atunci Daca «C= «Psi BC = NP, atunci
< ‘o - AABC=A MNP. AABC=A MNP.

Daca doua triunghiuri drept-

unghice au ipotenuzele si cate

C R C B
un unghi ascutit respectiv con-
gruente, atunci triunghiurile sunt
A
congruente. A B M N B M N

Aplicatie practica

Pasul 1. Construiti unghiul drept xAy. Pasul 2. Pe latura Ax a Pasul 3. Construiti cercul cu centrul B, de
unghiului marcati punctul raza 5 cm, si notati {C} = C(B, 5 cm) N Ay

y B astfel incat AB=4 cm.
y
Al AT2cm g x
X

Ati construit triunghiul dreptunghic unic, cu o cateta de 4 cm si cu ipotenuza de 5 cm.
Constructia de mai sus ne furnizeaza un nou criteriu de congruenta a triunghiurilor dreptunghice, cazul IC
(ipotenuza - cateta), care poate fi formulat astfel:

Daca BC=NPsiAB=MN,  Daca BC= NP si AC=MP, atunci
(1€) atunci AABC = AMNP. AABC=AMNP.
Daca doua triunghiuri dreptunghice

) > N C P C P

au ipotenuzele si cate o cateta

respectiv congruente, atunci triun-

ghiurile sunt congruente. A g M N A g M N
Observatie. Toate criteriile au fost formulate in ipoteza <A = <M = 90°.

<°' . . .
Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
-@

@

1. In fiecare dintre urmatoarele configuratii, sunt reprezentate cate doud triunghiuri dreptunghice

congruente.

a) b) <)
]
5 cm . - g
£ 0 ' =
o o ¢ e
B [ /‘
5cm 6012; &
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Folosind datele din reprezentarile geometrice, pen-
tru fiecare subpunct, completati x in caseta cores-
punzatoare criteriului conform cdruia triunghiurile
sunt congruente, dupa model.

2,

3.

Cazul |a) b) ) d)
U
Cu X
IC
CcC

In reprezentarile urmatoare elementele congru-
ente sunt marcate la fel.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere asa
incat sa obtineti propozitii adevarate.

a) B A
S
c A
Ry
Cele doua triunghiuri sunt congruente con-

form cazului de congruenta ... si scriem
AABC=....

b) c DE
E
A B F

Cele doua triunghiuri sunt congruente con-
form cazului de congruenta ... si scriem
AABC=....

in figura aliturat,
triunghiurile ABC si ANM
sunt dreptunghice, iar
lungimile segmentelor
sunt exprimate in
centimetri.
a) Are loc congruenta:
A. AABC=AAMN, C. ABCA = AMAN,;
B. AACB=ANAM; D. AABC = AANM.
b) La subpunctul a) s-a folosit cazul de
congruenta:
A.IC. B. CC.

C.IU. D. CU.
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4.

8.

Punctele A, B, C sunt coliniare in aceasta ordine
si AC = 2 - BC. Pe perpendicularele in punctele A
si C pe dreapta AC se iau punctele M, respectiv N,
astfel incat AM = CN. Demonstrati ca:

a) AMAB=ANCB;

b) AACN= A CAM.

Se considera un punct P situat pe bisectoarea
unghiului propriu xOy. Stiind ca distanta de la
punctul P la dreapta Ox este 4,5 cm, calculati

distanta de la punctul P la dreapta Oy.
Triunghiurile ABC si DEF sunt congruente, iar AM

si DN sunt inaltimi.

a) Demonstrati ca AACM = A DFN;

b) Stiind ca P este simetricul punctului A fata de
dreapta BC, iar Q este simetricul punctului
D fata de dreapta EF, demonstrati ca
A ABP = A DEQ.

Fie triunghiul ABC, AB = AC si M mijlocul laturii BC.
Se construiesc BD L AM, D € AM si CE L AM,
E € AM. Demonstrati ca A BDM = A CEM.

Triunghiul ~ MNP
IMNP=<xMPN.Perpendicularain N pe dreapta NP

intersecteaza MP in punctul A, iar perpendiculara

este  dreptunghic  si

in P pe dreapta NP intersecteaza MN in punctul B.

a) Realizati, cu ajutorul instrumentelor geome-
trice, un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Calculati masurile unghiurilor MNP si MPN.

c¢) Demonstrati ca AANP = A BPN.

Unghiul ABC este drept, iar D este un punct
situat pe segmentul AC. Se noteaza cu M piciorul
perpendicularei din D pe dreapta AB si cu N
piciorul perpendicularei din D pe dreapta BC.
Demonstrati ca:

a) DM || BCsi DN || AB;
b) ABDM = ADBN.

o0




Minitest

4x10p | 1. Triunghiurile ABC si MNP sunt dreptunghice, cu | A B

«BAC =90 si <NMP = 90°. a.AB=MN, AC=MP 1.1C

Asociati literei din coloana A, care identifica setul b. AC= MP, <ABC = <MNP | 2.1U

de congruente ale elementelor corespunzatoare,
cifra din coloana B, care identifici criteriul de con- | € BC=NP, AB=MN 3.CC

gruenta a triunghiurilor ABC si MINP. d. BC= NP, <ACB = <MPN 4.CU

2. Fie ABC un triunghi si CD bisectoarea unghiului C, D € AB. Perpendiculara din punctul A pe CD
intersecteaza CDin Psi BCin E.

25p a) Demonstratica AACP=AECP.

25p b) Precizati, justificand raspunsul dat, daca unghiurile DAC si DEC sunt congruente.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Metoda triunghiurilor congruente

Geometria bazata pe rationament opereaza cu propozitii matematice, definitii, axiome, teoreme.

O propozitie matematica este o afirmatie care este sau adevdratad sau falsd.

Axiomele sunt afirmatii acceptate ca fiind adevarate, fara a necesita demonstratie.

Teoremele sunt afirmatii adevarate, demonstrate pe baza axiomelor si a definitiilor notiunilor care apar in
enunt, folosind, eventual, alte teoreme demonstrate anterior.

Teoremele ne asigura ca daca anumite informatii (ipoteza teoremei) sunt adevarate, atunci si alte informatii
(concluzia teoremei) vor fi adevarate.

“"

in general, teoremele au forma:,Daca , atunci

Prin interschimbarea concluziei cu ipoteza sau cu o parte din ipoteza, se obtin reciproce ale teoremelor.
Daca reciproca este adevaratd, atunci devine teorema si se numeste teorema reciprocd a teoremei din care s-a
format, aceasta numindu-se teorema directa.

& A O —
%;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Daca au loc atat teorema directd cat si teorema reciproca, acestea Exemplu:

se pot formula intr-un singur enunt de forma: Fie d mediatoarea segmentului AB si M
Propozitia 1 daca si numai daca propozitia 2. un punct in plan. Au loc teoremele:
Aceastd formulare presupune ca sunt adevarate simultan a) Daci M e d, atunci MA = MB.
propozitiile: b) Daca MA = MB, atunci M e d.

Daca propozitia 1, atunci propozitia 2 si

Daca propozitia 2, atunci propozitia 1. Cele doua enunturi pot fi inlocuite cu:
Demonstratia unei teoreme de tipul ,... dacd si numai daca ..., M e ddaca si numai daca MA = MB.

presupune demonstratia ambelor teoreme (directa si reciproca).
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Observatie. Exemplul de mai sus ne ofera caracterizarea punctelor de pe mediatoarea unui segment, pe care
o vom demonstra intr-una dintre lectiile urmatoare:
Mediatoarea unui segment este multimea punctelor din plan egal departate de capetele segmentului.

Metoda triunghiurilor congruente ne ofera instrumente utile pentru demonstrarea congruentei unor seg-
mente sau a unor unghiuri de care avem nevoie si pentru demonstrarea unor teoreme importante.

A folosi metoda triunghiurilor congruente pentru a demonstra congruenta a doua segmente sau a doua
unghiuri inseamna a parcurge urmatorii pasi:

Pas 1. Identificdm doua triunghiuri asa incat fiecare sa aiba ca laturi cate unul din cele doud segmente, res-
pectiv sa aiba ca unghiuri cate unul din cele doua unghiuri.

Pas 2. Demonstram ca cele doua triunghiuri sunt congruente folosind unul dintre cazurile de congruenta.
Pas 3. Deducem ca laturile respectiv unghiurile celor doua triunghiuri sunt congruente, deci si congruenta
segmentelor respectiv congruenta unghiurilor vizate.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Un rezultat util in folosirea metodei triunghiurilor congruente este dat de aplicatia 1.

Aplicatia 1.1n triunghiuri congruente, la laturi congruente se opun unghiuri congruente.

Rezolvare. Fie triunghiurile congruente ABC si A M,

MNP.

Ipoteza: AABC = A MNP

Concluzie: la laturi congruente, se opun unghiuri B C N P
congruente

Demonstratie: Daca A ABC= A MNP, atunci conform definitiei, se obtin congruentele: AB=MN, AC=MP,
BC=NP, <A= <M, «B= <N, «C= «P. Evidentiem congruentele vizate in tabelul de mai jos.

AABC= A MNP

Latura Unghiul Latura Unghiul Laturile corespunzatoare sunt congruente daca si numai daca
AABC opus  AMNP  opus unghiurile opuse acestor laturi sunt congruente.

L
) §

AB xC MN P | AB=MN daca si numai daca «C= «P
AC %B MP <N | AC=MPdacad si numai daca <B= <N
BC <A NP <M | BC=NPdaca si numai daca <A= <M

Observatie. Rezultatul de mai sus are loc doar in triunghiuri congruente!

Aplicatia 2. 1n triunghiul MNP, NA L MP, A € MP, PB L. MIN, B eMN si NA= PB.

Demonstrati ca MN = MP. M
Ipotezd: AMNP,NA L MP, A € MP, PB L MN, B e MN si NA=PB.

Concluzie: MN = MP. B A
Demonstratie. Consideram AMAN si AMBP, dreptunghice.

NA = PB (din ipotezi) cu ) N P
<AMN =BMP< (unghi comun)} = AMAN = AMBP. Cum <MAN = «<MBP, rezulta MN = MP.
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4

,::::{, Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Copiati pe caiete si completati spatiile punctate

astfel incat sa obtineti propozitii adevdrate.

a) Intriunghiuri congruente, la laturi congruente
se opun ... congruente.

b) in triunghiuri congruente, la unghiuri congru-
ente se opun ... congruente.

c¢) DacaACDS=AEFT,atunciDS =...si.. =<TFE.

Intr-un cerc de centru O, coardele AB si BC sunt
congruente. Demonstrati ca <AOB = «BOC.

Punctele A, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine,
iar punctele D si E sunt in semiplane diferite, deli-
mitate de dreapta AC, astfel incat AABD = A ABE.
Demonstrati ca CD = CE.

Fie triunghiurile ABC si DEF astfel incat <A = «D,
4B =<%E, AB=DE=8cm,AC=10cm, EF =6 cm.
Calculati perimetrul triunghiului ABC.

Se prelungesc laturile AB si AC ale triunghiului
ABC cu segmentele AD=AB si AE = AC.
Demonstrati ca:

a) AABC=AADE; b) DE |l BC.

Din varful A al triunghiului ascutitunghic ABC se
construiesc AD | AB, AD=AB si AE | AC, AE = AC,
astfel incat D si C sa fie de o parte si de alta a
dreptei AB, iar B si E sa fie de o parte si de alta a
drepteide AC.

Demonstrati ca A ABE= A ADC.

Minitest

30p 1.

30p
30p

a) AEAB = AEDC;
b) AEAC = AEDB.

10.

in figura urmatoare, dreptele a si b sunt paralele,
iar dreptele c si d sunt secante ale lor. Folosind no-
tatiile din desen si congruenta AB = CD, demon-
strati ca punctul O este mijlocul segmentului BD.

N |
[

Prin mijlocul M al segmentului AB, se considera o
dreapta d. Perpendicularele in A si B pe dreapta
AB intersecteaza dreapta d in punctele P, res-
pectiv Q, iar perpendiculara in M pe dreapta d
intersecteaza BQ in punctul C. Demonstrati ca:

a) PM=QM;

b) «BCM = «PCM.

o

Fie punctele coliniare A, B, C, in aceasta ordine.
De aceeasi parte a dreptei AC se considera
semidreptele AM si CN situate pe drepte paralele
astfel incat AABM = A CNB.

a) Aratati ca AM L BC.

b) Calculati masura unghiului MBN.

Prin varfurile triunghiului oarecare DEF se con-
struiesc paralele la laturile opuse si se obtine triun-
ghiul ABC, DeBC, E€AC, FeAB. Demonstrati ca:

a) AAEF=ADFE;

b) punctul D este mijlocul segmentului BC.

In triunghiul ABC, punctul D este situat pe latura AB, iar punctul E este situat pe latura AC. Dreptele
BE si CD se intersecteaza in punctul F, BF = CF si DF = EF. Demonstrati ca BD = CE.

2. Punctele A, B, C, D sunt coliniare, in aceasta ordine, AB= CD, iar punctul E este in exteriorul dreptei
AD, astfel incat «EAD = <EDA si <EBC = <ECB. Demonstrati ca:

o

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.
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Proprietatea punctelor de pe bisectoarea unui unghi.
Proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment

Aplicand metoda triunghiurilor congruente vom demonstra caracterizari matematice importante, pe care
le-am intuit in lectiile anterioare, caracterizari ale punctelor situate pe bisectoarea unui unghi si ale punctelor

situate pe mediatoarea unui segment.

& A P
&;@ Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 1. In limbajul simbolisticii matematice Reprezentare geometrica
a) Orice punct al bisectoarei unui Fie b bisectoarea unghiului xOy, X
unghi este egal depdrtat de laturile M un punct situat in interiorul un- P b
unghiului. ghiului si MP L Ox, P € Ox, MQ L v
b) Orice punct situat in interiorul unui Oy, Q €0y.
unghi, egal departat de laturile acestuia, a) Daca M € b, atunci MP = MQ. O 0 Y
este situat pe bisectoarea unghiului.  p) Daci MP = MQ, atunci M € b.

a) Ipoteza: b bisectoarea unghiului xOy si M € b.

Demonstratie explicita

Consideram AMPO si AMQO, in care MP respectiv MQ
sunt laturi.

MO = MO (ipotenuza comuna). (1)

Din b bisectoarea unghiului xOy si M € b, rezulta
<POM = <QOM. (2)

Din (1) si (2), conform cazului de congruenta IU, rezulta
AMPO = AMQO, deci elementele corespunzatoare sunt
respectiv congruente. Catetele MP si MQ sunt laturi co-
respunzatoare in cele doua triunghiuri, deci MP = MQ.

b) Ipoteza: b bisectoarea unghiului xOy, MeInt(xxOy) si
MP = MQ.

Demonstratie explicita

Consideram AMPO si AMQO, in care identificam unghiul
POM, respectiv QOM.

MO = MO (ipotenuza comuna). (1)

MP=MQ (din ipotezd) (2)

Din (1) si (2), conform cazului de congruenta IC, rezulta
AMPO = AMQO, deci elementele corespunzatoare sunt
respectiv congruente. Unghiurile care se opun catete-
lor congruente MP si MQ sunt <POM si <QOM.

Prin urmare, <POM = <QOM, deci M € b.

Cele doua enunturi demonstrate conduc la:

Concluzie: MP=MQ

Redactare in limbajul simbolisticii matematice
in triunghiurile dreptunghice MPO si MQO:
MO =MO (latura comund) |V
= AMPO = AMQO.
<POM = <cQOM (b bisectoare)
AMPO = AMQO = MP = MQ.

Concluzie:M € b

Redactare in limbajul simbolisticii matematice
in triunghiurile dreptunghice MPO si MQO:
MO = MO (latura comuna)| Iic
= AMPO = AMQO.
MP=MQ (din ipotezad)
AMPO = AMQO = <POM = <QOM, deciM € b.

Teorema de caracterizare a punctelor de pe bisectoa- | in limbajul simbolisticii matematice

rea unui unghi

Fie b bisectoarea unghiului AOB, M un punct situat

Un punct din interiorul unui unghi apartine bisec- | in interiorul unghiului si MP 1. OA, P € OA, MQ L OB,
toarei unghiului daca si numai daca este situat la | Q € OB.

distanta egala de laturile acestuia.
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Retinem!

&
5

Bisectoarea unui unghi este multimea punctelor din plan situate in interiorul unghiului, la distantd egala de

laturile acestuia.

Aplicatia 2.
a) Orice punct al mediatoarei unui seg-
ment este egal departat de capetele
segmentului.
b) Orice punct din plan, egal departat de
capetele unui segment este situat pe me-
diatoarea acestuia.

a) Ipotezd: d mediatoarea segmentului ABsi M € d.
Demonstratie explicita

Dacd A, B, M sunt coliniare, atunci M este mijlocul segmentu-
lui AB, deci MA = MB.

Daca A, B, M sunt necoliniare, consideram {M} = AB N d.
Atunci, M este mijlocul segmentului AB si MM 1 AB.

In triunghiurile MAM, si MBM, identificam:

IMM A = <MM B = 90°, MA=M B (M, mijloc) si MM = MM,
(latura comuna).

Conform cazului de congruenta CC, rezulta AMAM, = AMBM,,.

Din congruenta celor doua triunghiuri, rezultd congruenta
celorlalte trei perechi de elemente corespunzatoare ale tri-

In limbajul simbolisticii matematice d

Fie d mediatoarea segmentului AB
si M un punctin plan.

a) Daca M e d, atunci MA = MB.
b) Daca MA=MB, atunci M e d. A

Concluzie: MA=MB

Redactare in limbajul simbolisticii matematice
Dacd A, B, M sunt coliniare, atunci M este mijlo-
cul segmentului AB, deci MA = MB.

Daca A, B, M sunt necoliniare, consideram:
{M_}=AB N d. Atunci, MM L ABsiM A=MB.
In AMAM, si AMBM, cu <MM A = <MM B = 90°,
avem:

M,A=M,B cC

MM, = MM, (latura comuné)} -

unghiurilor. Obtinem astfel si MA = MB.

b) Ipoteza: d mediatoarea segmentului AB si MA = MB.
Demonstratie explicita

Daca A, B, M sunt coliniare, atunci M este mijlocul
segmentului AB, deciM e d.

Daca A, B, M sunt necoliniare, consideram Momijlocul
segmentului AB si ludm in considerare triunghiurile
MAM, si MBM, in care identificam: MA = MB (din ipo-
teza), MA=MB (M0 mijloc) si MM, = MM, (latura co-
mund). Conform cazului de congruenta LLL, rezulta
AMAM, = AMBM,,.

Din congruenta celor doua triunghiuri, rezulta con-
gruenta celorlalte trei perechi de elemente cores-
punzatoare. Obtinem astfel si <MM A= <MM B. (1)
AIMM A si <MM B sunt adiacente, suplementare. (2)
Din (1) si (2), rezulta <MMA = <MM B = 90°, adica
MM, L AB, deci M € d.

Cele doua enunturi demonstrate conduc la:

Teoremade caracterizare a punctelorde pe mediatoarea
unui segment

Un punct din plan apartine mediatoarei unui seg-
ment daca si numai daca este situat la distanta egala
de capetele acestuia.

—AMAM, = AMBM,,
AMAM, = AMBM, = MA = MB.

Concluzie:M e d

Redactare in limbajul simbolisticii matematice

Dacd A, B, M sunt coliniare, atunci M este mijlocul seg-
mentului AB, deci M e d.

Daca A, B, M sunt necoliniare, fie M, € AB,

MA=M B. Atunci,

MyA=M,B L

MM, = MM, (laturd comund) = AMAM, = AMBM. .
MA = MB(din ipoteza)

AMAM = AMBM ,=<MM A = <MM B.

Cum <AM B=180°si

IAM B = <MM A + <MM B, rezulta

IMM A = <MM B = 90°, adica MM, L. AB, deciM e d.

In limbajul simbolisticii matematice
Fie d mediatoarea segmentului ABsi M un punctin plan.
Atunci, M € d daca si numai daca MA=MB.
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.ﬁ. Retinem!

Mediatoarea unui segment este multimea punctelor din plan, situate la distantd egald de capetele acestuia.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Suntem acum in masura sa demonstram doua rezultate, intuite in lectiile anterioare, prin masurare si
constructie cu ajutorul instrumentelor geometrice.

Aplicatia 3

Bisectoarele unghiurilor unui
triunghi sunt concurente.

Fie I intersectia dintre bisectoarea unghiului «BAC si
bisectoarea unghiului <ABC si fie IA" L BC, IB" 1. AC,
IC’' L AB. Punctele A] B, C' sunt pe laturile triunghiului.
Deoarece | este pe bisectoarea «BAC, rezulta IB' = IC'.
Deoarece | este pe bisectoarea <ABC, rezulta IA'=IC'.
Din IB' = IC'si IA’ = IC', rezultd IB' = IA', adica | este si-
tuat pe bisectoarea <ACB. Am folosit rezultatul de-
monstrat la aplicatia 1.

- S

M =

Aplicatia 4

Mediatoarele laturilor unui
triunghi sunt concurente.

Fie O intersectia dintre mediatoarea laturii BC si
mediatoarea laturii AB.

Deoarece OA’ este mediatoarea segmentului BC,
rezulta OB= OC.

Deoarece OC' este mediatoarea segmentului AB,
rezulta OB = OA.

Din OB=0OC si OB= OA, rezulta OA= 0OC, adica O este
situat pe mediatoarea segmentului AC. Am folosit

aplicatia 2.

&« e

Ba®4 Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
@-e

1. Triunghiul AMN este dreptunghic, <MAN = 90° si
MB este bisectoarea unghiului *AMN, B € AN. Fie
C piciorul perpendicularei din B pe dreapta MN.
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

2. Punctele A, B, P sunt necoliniare. Perpendiculara
in A pe dreapta AP intersecteaza perpendiculara
in B pe dreapta PBin punctul /.

a) Demonstrati ca daca <AP/ = «BPI, atunci Al=BlI.
b) Stiind ca «AIP=«BIP, demonstrati ca AP=BP.

3. Segmentele AB si CD au punctul comun O. in
interiorul unghiului AOC se considera punctul
M, egal depdrtat de laturile unghiului AOC,
iar in interiorul unghiului BOD se considera
punctul N, egal departat de laturile unghiului
BOD. Demonstrati ca punctele M, O si N sunt
coliniare.

4. Fie triunghiul ABC, <ABC = 90° si D simetricul
punctului C fata de punctul B.
Demonstrati ca AC= AD.
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In triunghiul ABC, dreapta AD este mediatoarea
laturii BC, DeBC. Pe segmentul AD, se considera
punctele distincte M si N.
Aratati ca <MBN = <MCN.

Fie Oun punctsituat pe mediatoarea segmentului

AB.

a) Reprezentati geometric cercul C(O, AO).

b) Demonstrati ca punctul B este situat pe cercul
de centru O si raza OA.

Mediatoarea laturii DE a triunghiului DEF inter-
secteaza segmentul DF in punctul P, iar O este
punctul de intersectie a mediatoarelor triun-
ghiului. Demonstrati ca:

a) DF = PF + PE;

b) triunghiurile DOP si EOP au acelasi perimetru.

In triunghiul ABC, <A = 2-«B, iar mediatoarea
laturii AB, intersecteaza AB in punctul D si BC in
punctul E. Demonstrati ca:

a) AADE = ABDE;

b) AE este bisectoarea unghiului BAC.

a7




Minitest

Triunghiul ABC este obtuzunghic, <ACB > 90° si D este mijlocul laturii BC. Bisectoarea unghiului ACB intersec-
teaza mediatoarea laturii BC in punctul E, iar F este simetricul punctului E fata de dreapta AC, EFN AC={P}.

30p ‘ a) Realizati un desen care sa corespunda datelor problemei.
30p ‘ b) Demonstrati ca triunghiurile BDE, CDE, CPE si CPF sunt congruente.
30p ‘ c) Daca punctele B, C, F sunt coliniare, calculati masura unghiului ACB.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Proprietati ale triunghiului isoscel

Liniile importante in triunghi sunt: bisectoarele unghiurilor, mediatoarele laturilor, indltimile triunghiului si
medianele triunghiului.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 1. A
a) Demonstrati ca intr-un triunghi isoscel, unghiurile aldturate bazei sunt
congruente.
b) Formulati o reciproca a afirmatiei demonstrate la subpunctul a) si de-
monstrati cd aceasta este adevdrata B C
a) Ipotezd: in AABC, AB=AC. Concluzie: «B = «C.
Demonstratie. AB = AC (din ipoteza)

LLL
Consideram triunghiurile ABC si ACB: AC = AB (din ipoteza) = AABC=AACB= «B=<xC.

BC =BC (latura comund)
b) Daca doua unghiuri ale unui triunghi sunt congruente, atunci triunghiul este isoscel, avand ca baza latura
determinata de varfurile celor doua unghiuri.
Ipotezci: in AABC, «B = «C. Concluzie: AB=AC.
Demonstratie. <%B=<«C (unghicomun)|
Consideram triunghiurile ABC si ACB: BC = BC (latura comund) } = AABC=AACB= AB=AC.
X C=<«B (din ipoteza)

‘ﬁ. Retinem!

Un triunghi este isoscel daca si numai daca are doua unghiuri congruente.

Aplicatia 2. A
Intr-un triunghi isoscel, liniile importante corespunzatoare bazei se suprapun.
Ipoteza: Concluzie: Bisectoarea unghiului A, mediatoa-
in AABC, AB=AC. rea laturii BC, mediana din A si inaltimea din A
sunt situate pe aceeasi dreapta. B M C
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Demonstratie: Fie M mijlocul laturii BC. Atunci, AM este mediana din A. (1)
AB = AC (din ipoteza) m
Luam in considerare triunghiurile AMB si AMC. MB = MC (M mijloc) =AAMB = AAMC.
AM = AM (latura comuna)
Obtinem: «<MAB = <MAC, adica AM este bisectoarea unghiului A.  (2)
XAMB = <AMC. Dar, <AMB si <AMC sunt adiacente suplementare, deci <xAMB = <AMC = 90°.
Atunci, AM L BC, adica AM este indltime a triunghiului. (3)
Din AM L BC si M mijlocul laturii BC, rezulta AM este mediatoarea laturii BC.  (4)

Tema de portofoliu. Demonstrati, aplicand metoda triunghiurilor congruente, ca:
Daca sunt satisfadcute oricare doua dintre conditiile (1), (2), (3), (4), atunci triunghiul ABC este isoscel,
cu baza BC.

& . 4 o
» Retinem! HF

Pentru a demonstra ca un triunghi este isoscel, este suficient ca doud dintre liniile importante ale triunghiului
sd se suprapund (mediana si mediatoarea sau mediana si bisectoarea sau mediana si inaltimea sau media-
toarea si bisectoarea sau mediatoarea si inaltimea sau bisectoarea si indltimea).

Baza triunghiului este latura corespunzatoare liniilor importante suprapuse.

)
Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam
*-e

1. Construiti triunghiul isoscel ABC cu baza BC, in c) Daca AD 1 BC si BD = 3,5 cm, atunci
urmatoarele cazuri: CD=...cmsiBC=...cm.
a) BC=5cmsi«B=75% d) Dacad AD 1 BC si «B=52° atunci <CAD = ...°.
b) AB =6 cm si <A =50°. e) Daca %BAD = %CAD, atunci <ADB = ...°.
2. Fie triunghiul ABC cu AB =5 cm, BC = 7 cm si f) Dacd <ADC = 90° si «BAC = 130°, atunci
perimetrul de 19 cm. Demonstrati cd triunghiul XBAD=...°.
este isoscel. Precizati baza triunghiului. 6. In interiorul triunghiului isoscel ABC cu baza BC,
3. Triunghiul DEF are unghiurile <D = 65° si se considerda punctul P.
LF = 50°. Demonstrati ca triunghiul este isoscel. a) Stiind ca BP = CP, demonstrati ca AP | BC.
Precizati baza triunghiului. b) Stiind ca «BAP = «CAP, demonstrati ca BP = CP.

c) Demonstrati cd daca AP este bisectoarea un-
ghiului BACsi AP N BC ={D}, atunci semidreap-
ta PD este bisectoarea unghiului BPC.

4. Calculati masurile unghiurilor unui triunghi
isoscel stiind ca unul dintre unghiuri are masura:
a) 48° b) 90% c) 125°
7. Demonstrati ca in orice triunghi isoscel au loc
afirmatiile:
a) Medianele corespunzatoare laturilor congru-
ente ale unui triunghiisoscel sunt congruente.

5. Triunghiul ABC este isoscel cu AB = AC, iar D este
un punct situat pe latura BC.
Copiati pe caiete si completati spatiile punctate

astfel incat sa obtineti propozitii adevérate: b) inaltimile corespunzatoare laturilor congruen-
a) Daca «BAD = «CAD si BC = 10 cm, atunci te ale unui triunghi isoscel sunt congruente.
CD=...cm.

8. Demonstrati ca unghiurile alaturate bazei unui

b) Daca BD = (D si «<BAD = 20°, atunci <BAC=..."°. : . .
> triunghi isoscel sunt ascutite.
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9. in triunghiul DEF, DE = DF si <EDF = 36°. 13.0 dreaptd d, paraleld cu baza AC a triunghiului

Bisectoarea unghiului DEF intersecteaza latura isoscel ABC, intersecteaza laturile AB si BC in
DF in punctul M. Demonstrati ca triunghiurile punctele P, respectiv Q. Demonstrati ca:
DEM si EFM sunt isoscele. a) <APQ= xCQP; b) AP=CQ.

10. Triunghiul APQ este isoscel. Calculati lungimea  14.Triunghiul ABC este isoscel, cu AB = AC
laturii PQ, pentru urmatoarele date, analizand Semidreapte AD este bisectoare a unui unghi
toate cazurile posibile. exterior al triunghiului.
a)AP=13cm,AQ=17,5cm; a) Demonstrati ca AD || BC.

b) AP =50 mm, AQ=10cm. b) Calculati masurile unghiurilor triunghiului,

11. Triunghiul ABC este isoscel si D este un punct stiind cd <CAD = 100°.
situat pe baza BC a triunghiului. Se construiesc ~ 15.Bisectoarele unghiurilor A si B ale triunghiului

DE 1 AB, E € AB si DF 1L AC, F € AC. Stiind ca ABC se intersecteaza in punctul /.

DE = DF, demonstrati: Paralela prin I la dreapta AB intersecteaza latura

a) AADE = AADF. BCin punctul M si latura ACin punctul N.

b) A DEF este isoscel. a) Demonstrati ca triunghiurile AN/ si BMI sunt
12.1n triunghiul MNP, unghiul exterior cu varful in isoscele.

M are masura 135° si <N = 2 - «P. Demonstrati ca b) Decideti, argumentat, daca are loc egalitatea

triunghiul MNP este isoscel. BM + AN = MN.

|

Minitest

1. Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.

15p a) Baza unui triunghiisoscel are lungimea de 13 cm, iar perimetrul triunghiului este egal cu 34 cm.
Atunci, fiecare din celelalte laturi are lungimea:
A. 105 mm; B.11cm; C. 102 mm; D.15cm.

15p b) Segmentul AD este inaltime a triunghiului ABCin care AB = AC. Daca «BAD = 35°, atunci unghiul
ACD are masura:

A.35°% B. 55°% C.70% D. 90°.

30p 2. Demonstrati ca intr-un triunghi isoscel, mediatoarea corespunzatoare bazei contine varful opus

bazei triunghiului.

30p | 3. Calculati masurile unghiurilor triunghiului isoscel ABC, stiind ca <A + «B = 136°. Analizati toate

cazurile posibile.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.

Proprietati ale triunghiului echilateral

Un triunghi care are toate laturile congruente se

: S A ABC este echilateral daca AB=AC=BC.
numeste triunghi echilateral .

Orice triunghi echilateral este isoscel cu baza oricare
dintre laturile sale.
Centrul cercului inscris intr-un triunghi este punctul in care se intersecteaza bisectoarele unghiurilor acestuia.
Centrul cercului circumscris unui triunghi este punctul in care se intersecteaza mediatoarele laturilor acestuia.
Centrul de greutate al unui triunghi este punctul in care se intersecteaza medianele acestuia.
Ortocentrul unui triunghi este punctul in care se intersecteaza dreptele suport ale inaltimilor acestuia.

Daca A ABC este echilateral, atunci A ABC este isoscel.
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%fa Descoperim, intelegem, exemplificam

Aplicatia 1.
a) Unghiurile oricdrui triunghi echilateral sunt congruente si au mésura de 60°.
b) Un triunghi care are toate unghiurile congruente este triunghi echilateral.

a) Ipoteza: Demonstratie:

in AABC, AB=AC=BC. AB=AC= «B= «C (unghiuri alaturate bazei triunghiului isoscel) (1)
BA = BC = <A = «xC(unghiuri aldturate bazei triunghiului isoscel) (2)
Din (1) si (2), rezultd <A=<«B=«C. Dar, <A+ «B+ «C= 180°, deci
4A=<B=<xC=60".

b) Ipoteza: Demonstratie:

in AABC, <A = 2B = <C. <A = «B= AABCisoscel, cu baza AB, adica CA=(B. (1)

o 4B = «xC= A ABCisoscel, cu baza BC, adica AB=AC. (2)
Cetiidunte AESHCSHG Din (1) si (2), AB=AC= BC, deci A ABC este echilateral.

Concluzie: <A = <B=xC=60".

‘ﬁ. Retinem! = S,

Toate unghiurile unui triunghi echilateral sunt congruente si au masura 60°.
Un triunghi care are toate unghiurile congruente este triunghi echilateral.

Aplicatia 2. Un triunghi isoscel care are un unghi de 60° este echilateral.

Interpretarea enuntului: A In A
Fie A ABCisoscel, cu baza BC. P

Sunt posibile doua situatii:
1. Unghiul de 60° este opus bazei;

2. Unghiul de 60° este alaturat bazei. B C B C
Cazul 1. Demonstratie: AB= AC= 4B = «C (unghiuri alaturate bazei) (1)
Ipotezii: in AABC, AB=ACsi <A=60°. | Dar SA+<B+C=180", deci 4B+ %C=120".

Concluzie: A ABC este echilateral. Folosind (1), rezulta «B = «C = 60". Conform Aplicatiei 1, A ABC

este echilateral.

Cazul 2. ) Demonstratie: AB= AC= «B= «C (unghiuri aldturate bazei),
Ipotezd:In AABC,AB=ACsi<B=60. | deci<C=60".Dar, <A+ %B+ <C= 180", adica <A+ 120° = 180",
Concluzie: A ABC este echilateral. deci %A =60°". Conform Aplicatiei 1, A ABC este echilateral.

Stim sa aplicam, identificam conexiuni

Aplicatia 3. Intr-un triunghi echilateral, pentru fiecare varf, liniile importante corespunzitoare sunt situate
pe aceeasi dreapta.

Ipotezd: Concluzie: Pentru fiecare varf, bisectoa-

A ABC echilateral. rea unghiului corespunzator, mediatoa-
rea si mediana corespunzatoare laturii
opuse si inaltimea din acel varf sunt si-
tuate pe aceeasi dreapta.
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Demonstratie: Tratam triunghiul echilateral ABC, pe rand, ca fiind isoscel, cu baza BC, AC respectiv AB.
Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, AC respectiv AB.
Din A ABCisoscel, cu baza BC, rezulta semidreapta AM este bisectoare, dreapta AM este mediatoare, segmen-
tul AM este si mediana si inaltime. (1)
Din A ABCisoscel, cu baza AC, rezulta semidreapta BN este bisectoare, dreapta BN este mediatoare, segmen-
tul BN este si mediana si inaltime.  (2)
Din A ABCisoscel, cu baza AB, rezulta semidreapta CP este bisectoare, dreapta CP este mediatoare, segmen-
tul CP este si mediana si inaltime.  (3)

Tema de portofoliu. Demonstrati ca daca pentru doud varfuri, doud dintre liniile importante ale triunghiului

se suprapun, atunci triunghiul este echilateral.

.ﬁ. Retinem!

Pentru a demonstra ca un triunghi este echilateral, este suficient ca pentru doud vdrfuri, doud dintre liniile

importante ale triunghiului sd se suprapund (mediana si mediatoarea sau mediana si bisectoarea sau medi-
ana si indltimea sau mediatoarea si bisectoarea sau mediatoarea si inaltimea sau bisectoarea si inaltimea).

Aplicatia 3 conduce la urmatorul rezultat important:

Intr-un triunghi echilateral, centrul cercului inscris in triunghi, centrul cercului circumscris triunghiului, centrul
de greutate si ortocentrul triunghiului coincid.

1.

3.

&« e

Bl Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Construiti:
a) triunghiul echilateral ABC cu laturile de 4 cm;
b) triunghiul echilateral PQR cu indlfimea de 3 cm.

Fie triunghiul echilateral DEF. O dreapta paralela
cu latura EF intersecteaza laturile DE si DF in
punctele M, respectiv N. Ardtati ca triunghiul
DMN este echilateral.

In triunghiul ABC, AB = AC = 37 cm, iar perimetrul
triunghiului este 111cm. Aratati ca triunghiul ABC
este echilateral.

Ana si Diana observa datele despre lungimile laturi-
lor si masurile unghiurilor triunghiurilor din tabel.
Ana spune ca trei dintre triunghiuri sunt echila-
terale. Diana afirma ca toate triunghiurile sunt
echilaterale. Stabiliti, argumentat, cine a raspuns
corect.

AABC

AB=3cm,BC=30mm,CA=0,3dm

ADEF

AD=<xE=2-xF

AGHI

GH=GI=45cmsiP, . =135cm

ALMN

A GHI
&L =<MsiMN = LM

Demonstrati ca triunghiul in care lungimea
fiecarei laturi este media aritmetica a lungimilor
celorlalte laturi este un triunghi echilateral.

Fie triunghiul echilateral ABCsi 3
punctele M, N pe latura BC astfel

incat <BAM = <MAN= aNAC.

Calculati masura unghiuluiAMN.B N ¢

Fie triunghiul MNP in care <M = <N = <P. Pe
laturile MN, NP, PM se fixeaza punctele A, B,
respectiv C cu MA = NB = PC. Demonstrati ca
triunghiul ABC este echilateral.

Triunghiurile DEF si DPQ sunt echilaterale, P € DE
si Q € DF. Demonstrati ca PQ || EF.

In triunghiul echilateral ABC, BD este inaltime, CE

este mediana si BD N CE = {0}. Demonstrati ca:

a) triunghiul ADE este echilateral;

b) AO 1 DE;

c) punctele A, O si mijlocul laturii BC sunt
coliniare.
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10. Se noteaza cuPperimetrultriunghiuluiechilateral  12. Triunghiurile ABC si CDE sunt C D
ABC si cu p perimetrul triunghiului cu varfurile in echilaterale, iar punctele E si
mijloacele laturilor triunghiului ABC. Demonstrati F sunt mijloacele laturilor BC, |
caP=2-p. respectiv AB. 4 lB
11. Punctul A este situat pe segmentul BC. De o parte a) Ardtati ca Cl? ”vAB' F
si de alta a dreptei BC se considera triunghiurile b) Demonstrati ca 8D = CF.
echilaterale ABD si ACE. 13. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului

a) Realizati un desen care sa corespunda datelor
problemei.

b) Aratati ca punctele A, D, E sunt coliniare.

¢) Demonstrati ca AABE = AADC.

echilateral MNP, iar L si K sunt mijloacele
segmentelor NG, respectiv PG.

a) Demonstrati A MGL = A MGK.

b) Calculati masurile unghiurilor triunghiului

GLK.

o0

Minitest

1. Copiati pe caiete si completati in caseta libera A, daca propozitia este adevarata si F, daca
propozitia este falsa.

4x10p A/F

Propozitia

p,: Daca mediana siinaltimea corespunzatoare unei laturi a unui triunghi coincid, atunci
triunghiul este echilateral.

p,: Daca pentru doua varfuri ale unui triunghi, mediana si inaltimea coincid, atunci tri-
unghiul este echilateral.

p,: Daca in triunghiul ABC, AD este bisectoarea unghiului BAC, DeBC si BD = DC =2 cm,
atunci triunghiului ABC are perimetrul 12 cm.

p,: Daca un triunghi are toate laturile congruente, atunci acesta are toate unghiurile

congruente.

2. Punctele A, B, C sunt coliniare, in aceasta ordine.

10p a) Construiti de aceeasi parte a dreptei AC triunghiurile echilaterale ABD si BCE.
20p b) Demonstrati ca dreptele BD si CE sunt paralele.
20p c) Demonstrati ca AABE= A DBC.

Nota: Timp de lucru 20 de minute.

Se acordd 10 puncte din oficiu.

Proprietati ale triunghiului dreptunghic. Teorema lui Pitagora

% Descoperim, intelegem, exemplificam
Aplicatia 1 Solutie.
Pasul 1. Pasul 2.

Pasul 1. Construiti pe caiete triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°,
AC=4cm, <B=30". ¢

Pasul 2. Reprezentati punctul D, simetricul punctului Cfata de dreapta AB.

Pasul 3. Deduceti, apoi argumentati, natura triunghiului ABD.

C

g‘ g

< <

A0 N B A (™~ B
Pasul 4. Decideti, argumentat, natura triunghiului BCD. '

Pasul 5. Stabiliti daca AC = %C,justificénd raspunsul dat. D
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Pasul 3. Daca D este simetricul punctului C fata de AB, avem CD L AB. Cum CA L AB, rezulta C, A, D sunt colini-
are, iar A este piciorul perpendicularei din C pe AB. Tot din simetrie, avem AC= AD. Consideram AABC si AABD,
dreptunghice. AB=AB si AC= AD. Conform cazului de congruenta CC, rezulta AABC= AABD.

Rezultd <ABD = <ABC = 30°, adicd AABD este dreptunghic in A, cu <ABD = 30°.

Pasul 4. Din AABC = AABD, rezulta BC = BD, deci A BCD este isoscel. Dar, <ABC si <ABD sunt adiacente cu
IABC=30°si <ABD =30°, deci «CBD = 60°. Triunghiul BCD este isoscel cu un unghi de 60°, adica este echilateral.
Pasul 5. in trunghiul echilateral BCD: BC = CD = BD, iar A este mijlocul laturii CD. Prin urmare, AC——D = %C.

Teorema 1. Intr-un triunghi dreptunghic, cateta pacsin A ABC, <A = 90° si 2B =30°, atunci AC =

opusa unghiului de 30° are lungimea egala cu ju- pac3in A ABC, %A = 90° si «C = 30°, atunci AB =
matate din lungimea ipotenuzei. '

N_IRJ_I

Teorema 2. (reciproca teoremei 1) Daca intr-un tri- Daca in AABC, «B=30°si AC = BTC, atunci <A =90°.

unghi, o laturd este opusa unghiului de 30° si are . Y AB ) 3
lungimea egal3 cu jumétate din lungimea altei la- Dacd in AABC, «B=30°5i AC="3", atunci <C=90".

turi, atunci triunghiul este dreptunghic. i

Tema de portofoliu. Formulati si rezolvati o activitate practica pentru a demonstra teorema 2.
Indicatie. Pentru «B = 30°, construiti AABD astfel incat C si D sa fie de o parte si de alta a dreptei AB,
cu XABD = 30° si BD = BC. Demonstrati ca AABD = AABC. Deduceti ABCD echilateral si AC+ AD = CD.

Aplicatia 2 Pasul 1. 4
Pasul 1. Reprezentati pe caiete un triunghi dreptunghic ABC cu <A = 90° si
notati cu O mijlocul laturii BC. ) )

Pasul 2. Reprezentati punctul D, simetricul punctului A fata de O. Pasul2. B O @ (C
Pasul 3. Demonstrati ca CD Il AB. A

Pasul 4. Demonstrati ca triunghiurile BAC si DCA sunt congruente.

Pasul 5. Deduceti, argumentat, ca AO E% = %. B C

D

Solutie.

Pasul 3. Din constructie, rezulta punctele coliniare A, O, D si punctele coliniare B, O, C, deci <AOB si <DOC sunt
opuse la varf.
in triunghiurile AOB si DOC: Punctul O este mijlocul segmentului BC, deci OB = OC. (1)

Punctul O este mijlocul segmentului AD, deci OA = OD. (2)

ZAOB si «DOC sunt opuse la varf, deci «AOB = <DOC. (3)
Din (1), (2) si (3), conform criteriului de congruenta LUL, rezulta AAOB = ADOC, deci ¥BAO = «CDO. Atunci,
dreptele CD si ABformeaza cu secanta AD unghiuri alterne interne congruente, adica CD || AB.
Pasul 4. Din CD || AB, rezulta ca dreptele CD si AB formeaza cu secanta AC unghiurile BAC si DCA, interne de ace-
easi parte a secantei suplementare. Cum <BAC = 90°, obtinem «DCA = 90°, adica ADCA este dreptunghicin C.
in triunghiurile dreptunghice ABAC si ADCA: AB = CD (din AAOB = ADOC); AC = CA (catetd comund).
Conform cazului de congruenta CC, rezulta ABAC = ADCA.
Pasul 5. Din A BAC= A DCA, rezulta BC = DA. Dar, O este mijlocul segmentului AD, deci AO = % = BTC.

Teorema 3. Intr-un triunghi dreptunghic, mediana corespunza- Daca, in AABC, <A = 90° si AM este
toare ipotenuzei are lungimea egald cu jumatate din lungimea |\ 4iana. atunci AM = B€ '
ipotenuzei. ! 2

Teorema 4. (reciproca teoremei 3) Daca intr-un triunghi, mediana pacs, in AABC, AM este mediana si
corespunzatoare unei laturi are lungimea egald cu jumatate din 4,/ _ BC BC atunci <A = 90°.
lungimea acelei laturi, atunci triunghiul este dreptunghic.

Tema de portofoliu. Formulati si rezolvati o activitate pentru a demonstra teorema 4.

215



Putind istorie

Pitagora a fost un mare matematician si filozof grec care, a ramas in istorie si da-
torita teoremei care-i poarta numele. lata doua dintre aforismele sale celebre:
.Nu spune putin in vorbe multe, ci mult in vorbe putine.”

»,Gdndeste, cerceteazd, reflecteaza inainte de a lucra.”

Pitagora

a) Reprezentati un triunghi dreptunghic care are catetele de 3 cm, respectiv de 4 cm.
b) Masurati cu rigla gradatd, in cm, lungimea ipotenuzei si calculati patratul numarului natural gasit.
c) Comparati suma pdtratelor lungimilor catetelor cu pdtratul lungimii ipotenuzei.

a) b) <)
B BC=5cm AB*+ AC? =32+ 42 =25 (cm?).
< BC?=52=25 (cm?). BC*=25 (cm?).
3 Prin urmare, BC?= AB*+ AC~
on
4 C Observatie. Numerele 3, 4, 5 se numesc numere pitagoreice
4 cm sau numere pitagorice.
(teorema lui Pitagora) ‘ In limbajul simbolisticii matematice
in orice triunghi dreptunghic, patratul lungimii ggfa: ingfj?ze dreptunghic cu <BAC = 90, atunci
ipotenuzei este egal cu suma patratelor lungimilor Daci notim lungimile laturilor: AB =, AC= b, BC =,
catetelor. . . . 32
atunci relatia devine: @* = b’ + 2.
(reciproca teoremei lui Pitagora) ‘ In limbajul simbolisticii matematice

Dacain AABCare loc egalitatea BC? = AB*+ AC?, atunci
AABC este dreptunghic cu <BAC =90°.

Daca notam lungimile laturilor: AB=¢c,AC=b,BC=aq,
atunci enuntul devine:

Daca in AABC are loc egalitatea a® = b*+ ¢, atunci
AABC este dreptunghic cu <A =90°,

Daca intr-un triunghi, patratul lungimii unei laturi
este egal cu suma patratelor lungimilor celorlalte
doua, atunci triunghiul este dreptunghic.

a) Un teren in forma de triunghi dreptunghic are catetele a=8 msi b =6 m.
Calculati lungimea ipotenuzei.

b) Decideti, argumentat, daca se poate amenaja un strat de flori sub forma
de triunghi dreptunghic, asa incat laturile sale sa fiea=5m, b =12 msi
c=13m.

c) Pornind de la exemplele furnizate de subpunctele a) si b), identificati doua
triplete de numere pitagoreice.

a) Cuteorema lui Pitagora, ¢ = a* + b? adica =64 + 36 =100= 102 decic=10m.
b) 52+ 122=25+ 144 = 169 = 132. Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, triunghiul este dreptunghic.
c) (6,8,10); (5,12, 13) sunt triplete de numere pitagoreice pentru ca 62 + 82 = 10?si 5% + 12%= 132
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Exersam, ne antrenam, ne dezvoltam

Construiti triunghiul dreptunghic ABC, pentru
fiecare din cazurile:

a) <A=90",AB=8cm,AC=6cm;

b) «A=90",BC=6cm, <C=40".

Fie triunghiul isoscel ABC si punctul M mijlocul
bazei BC. Demonstrati ca triunghiurile ABM si
ACM sunt dreptunghice.

o

Triunghiul DEF este dreptunghic, <D = 90
Calculati:

a) masura unghiului F, dacd <E = 33"

b) mésura unghiurilor E si F, dacd <F = <E + 20",

Calculati masurile unghiurilor unui triunghi
dreptunghic, stiind ca unul dintre unghiurile
exterioare ale acestui triunghi are masura de 132°.

Mdsurile unghiurilor unui triunghi sunt direct
proportionale cu numerele 1, 2 si 3. Aratati ca
triunghiul este dreptunghic.

Se considera triunghiul ABC cu <A = 90°. Copiati
pe caiete si completati spatiile libere astfel incat
sa obtineti propozitii adevarate:

a) Dacd BC=20cmsi<B=30°,atunci AC=...cm.
b) Daca AB=7 cmsi «C= 30", atunci BC =...cm.
¢) Dacd BC=32cmsi<B=60", atunci AB=...cm.
d) Daca AC=8cmsi«C=2-<«B,atunciBC=...cm.

Prelungim latura BC a triunghiului echilateral ABC
cu segmentul CD = BC.

a) Calculati masura «<ADB.

b) Demonstrati ca AABD este dreptunghic.

Fie DM inaltimea corespunzatoare ipotenuzei
triunghiului dreptunghic DEF.
Demonstrati ca: «<DEM = <FDM si <EDM = «DFE.

Segmentul AD este mediana corespunzatoare

ipotenuzei BC a triunghiului ABC.

Copiati pe caiete si completati spatiile libere pen-

tru a obtine propozitii adevarate:

a) Daca BC=12cm, atunciAD =...cm.

b) Daca AD = 8,5 cm, atunci BC=...cm.

¢) Daca BD=4cm,atunciAD=...cm.

d) Dacd AC= 15 cm si <B = 30°, atunci triunghiul
ACD este ...siAD=...cm.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

In triunghiul ABC, M este mijlocul laturii BC si
AM = BM = CM. Demonstrati ca <A = 90",

Triunghiul LMN este echilateral, iar punctul G este

centrul sdu de greutate. Fie P simetricul punctului

G fatd de dreapta MN.

a) Calculati masura unghiului GMP.

b) Demonstrati ca triunghiul LMP este drept-
unghic.

Reprezentati un triunghi dreptunghic cu catetele

de 15 cm, respectiv 20 cm.

a) Masurati lungimea ipotenuzei cu ajutorul
riglei gradate.

b) Calculati lungimea
teorema lui Pitagora.

c) Aflati raza cercului circumscris triunghiului si
construiti cu ajutorul compasului acest cerc.

Se considera triunghiul ABP cu APL PB.

a) Dacd AP=9cm, BP =12 cm, aflati AB.

b) Daca AB=20cm, AP =16 cm, aflati BP.

c) Daca AP=xcm,BP =5cm, AB= 11 cm, de-
monstrati ca 9 <x < 10.

ipotenuzei  folosind

o0

ABCD este patrat, iar punctele M si N sunt mijloa-
cele laturilor CD, respectiv DA.
Demonstrati ca:

a) AABN = ADAM,; b) AM L BN.

Desenati un triunghi dreptunghic ABC in care

*A=90° iar mediana corespunzatoare ipotenuzei

are lungimea 5 cm. 4

Orasele A, B, C, D comunica ‘

prin reteaua de drumuri re-

prezentate in schita alaturata,

prin segmente. Se stie ca

«BAD = «CBD =90°, E este

mijlocul segmentului BD, F

este mijlocul segmentului CD,

AD =4 km, AE=2,5 km,

BC=12km.

a) Calculati distanta dintre orasele B si D si dis-
tanta dintre orasele Csi D.

b) Alegeti, argumentat, traseul cel mai scurt pen-
tru a ajunge din orasul A in orasul C. 8
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Minitest

Alegeti litera care indica varianta corecta. Doar un raspuns este corect.
30p a) Masurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic sunt direct proportionale cu nume-
rele 4 si 5. Masurile acestor unghiuri sunt:
A. 30°5i 60°% B. 20°si 70° C. 40°si 50% D. 15°si 75°.
30p b) Triunghiul ABC este dreptunghic isoscel cu <A = 90°, AD este inaltime, AD = 5 cm. Ipotenuza
triunghiului are lungimea:
A.5cm; B. 10 cm; C.25cm; D.7,5cm.
30p c) Dacad BC este ipotenuza triunghiului ABC, atunci:
A.BC=AB+AG B.BC*=AB>+ AC% C.AB>=BC* + AC% D.AC*=AB? + BC~
Nota: Timp de lucru 20 de minute.
EVALUARE SUMATIVA Se acordd 10 puncte din oficiu.
I. Alegeti varianta corecta de rdaspuns. Doar un rdspuns este corect.
5p|1. Daca AABC=ADEF,AB=3cm,EF=5cmsiP,_=15cm, atuncilungimea segmentului AC este:
A.3cm; B.5cm; C.7cm; D. 8 cm.
5p | 2. Triunghiul DEF este isoscel, DE = DF, EM este bisectoarea unghiului DEF, <FEM = 25°.
Masura unghiului EDF este:
A.50% B. 80" C.75% D. 110",
5p | 3. Punctul Peste situat pe ipotenuza MN a triunghiului dreptunghic AMN, AP = 7,5 cm, iar punctele M
si N sunt simetrice fatd de dreapta AP. Lungimea segmentului MN este:
A.7,5cm; B.5cm; C.10cm; D.15cm.
5p | 4. Triunghiul ABC este isoscel, AB=AC, AD1BC, DeBC, AD = 4 cm. Daca perimetrul triunghiului ABD
este 12 cm, atunci perimetrul triunghiului ABC este egal cu:
A.16 cm; B.18 cm; C.24 cm; D.20cm.
5p| 5. Intriunghiul ABC cu <ABC = 40°, inaltimea AD si bisectoarea BE a unghiului ABC se intersecteaza in
punctul M. Masura unghiului AME este:
A.60°; B.75°; C.80% D. 70",
5p| 6. Dintre tripletele urmatoare, cel care reprezinta lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic,

exprimate in aceeasi unitate de masura, este:
A.(3;4;7); B.(5;11;13); C.(8;15;17); D. (20; 30; 40).

Il. Scrieti rezolvarile complete.

10p
10p

10p

10p
10p
10p
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1. Segmentele BM si CN sunt mediane in triunghiul echilateral ABC, Me AC, NeAB si BM N CN ={G}.
a) Demonstrati ca triunghiul BGC este isoscel.
b) Daca BG = 12 cm, calculati lungimea medianei CN.
2. Fie triunghiul DEF in care <DEF = 120°. Pe bisectoarea unghiului DEF se considerd punctul L astfel
incat EL = DE. Demonstrati ca triunghiul DEL este echilateral.
3. Intriunghiul dreptunghic ABC, <A =90°, *C= 15", iar O este mijlocul B
laturii BC. Segmentul BD este inaltimea triunghiului ABO, D € AO. O
a) Demonstrati ca triunghiul ACO este isoscel. C <d
b) Calculati masura unghiului AOB.
¢) Daca BD =8 cm, aratati ca BC=32cm.
ry Nota: Timp de lucru 50 de minute.
A Se acordd 10 puncte din oficiu.




Cu elementele multimiiM ={1, 2, 3, 4, ..., 49, 50}
se formeaza submultimile A, B, C, D, astfel:

A contine numerele divizibile cu 2, care nu sunt
divizibile cu 3; B contine numerele divizibile cu
3, care nu sunt divizibile cu 2; C contine nume-
rele care sunt divizibile si cu 2 si cu 3; D contine
numerele care nu sunt divizibile nici cu 2, nici
cu 3. Determinati cardinalul fiecarei submul-
timi si stabiliti care dintre ele are cele mai multe
elemente.

a) Determinati numarul intreg x, stiind ca
(2-x+ 1) divide numarul 6.

b) Demonstrati cd numarul xy + 7 - y este numar
par, oricare ar fi cifrele x, y, x # 0.

Aflati numarul x din proportiile:
xX+2,5 7 2 x+1
a) =% b) ="
x-2,5 2 x 28
Calculati cel mai mare divizor comun si cel mai
mic multiplu comun al numerelor 45 si 75.

O echipa formata din 10 muncitori poate termina
o lucrarein 12 zile. Aflati in cate zile poate termina
lucrarea o echipa formata din 15 muncitori, stiind
ca lucreaza in aceleasi conditii ca prima echipa.

Calculati:

a) -10-13-4+27;

b) [4-(=16)—(=5)-(=12)]: (13 -3?;
c) -3-[13—-(-4-5+12):(-4)];

d) 96:{—5-[1-4-(2-34-65)] - 67}.

Fie numerele

a=2"+(-2)*+23si
b=(-3)*+32+(-3)".

Comparati numerele a—20si b + 10.

Numerele intregi x, y, z sunt direct proportionale

cu 2, 3 respectiv 6.

a) Demonstrati ca numarulA=x-y+y-z+z-x
este patrat perfect.

b) Determinati cele trei numere, stiind ca

x-y-z>0§ix-y+%+%:76.

9.

10.

1.

12.

13.

14.

2
Numerele a si b sunt invers proportionale cu

1 a+b
—Si —,jarc= ——.
376 2

Determinati g, b, , stiind ca suma lor este 13,5.

Dupa o reducere de 10%, o minge costa 45 lei.
Determinati pretul mingii inainte de reducere.

Impartiti 140 de napolitane la doua grupuri de copii
astfel incat 40% din numarul napolitanelor date
primului grup sa fie cu 8 mai mare decat 24% din
numarul napolitanelor date celui de-al doilea grup.

Calculati numarul
E=(=1)7-(=2) +(=3)- (=1)* + (= 1)*- (- 4).

Emil si Rares calculeaza independent numerele g,
b, ¢, d, date mai jos:

2
a= (zj -{0,(3)+0,5:i}:§,
3 419

L

b= 2 3+1l+ 2 ,
2 4 1 1
5 6
‘ 3 ‘ -3% 423
c=|—-+l-—3 Si
2 —-2°+32

Dupa efectuarea calculelor, cei doi au urmatorul
dialog:

Emil: - Niciunul dintre numere nu este numar
natural.

Rares: — Eu am obtinut doud numere rationale
opuse.

Efectuati calculele si precizati, justificand raspun-
sul dat, dacd afirmatiile celor doi sunt adevarate.

Calculati:

a) suma numerelor rationale x care verifica egali-
tatea|3-x-2|-1=4;

b) produsul numerelor intregi y pentru care au
locinegalitatile —13<2-y-7<1.
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15.

16.

17.

18.

19.

Numarul elevilor care formeaza lotul de volei al
unei scoli si varstele acestor elevi sunt inscrise in
tabelul alaturat.

Varsta (ani) 11112113 |14

Numaruldeelevi | 4 | 6 | 6 | 4

a) Calculati numarul elevilor si varsta medie a
elevilor din lotul de volei.

b) Determinati numarul elevilor de 14 ani care

ar trebui sa se adauge la lot pentru ca varsta

medie sa fie 13 ani.

Teo nu-si mai aminteste ultimele doua cifre ale
parolei, dar stie ca aceasta are forma 2023ab si
ca numarul 2023ab este divizibil cu 25. Decideti
justificat de cate incercari diferite este nevoie
pentru a fi siguri ca Teo scrie corect parola.

lancu formeaza cu numerele intregi a si b,
. b
1<a<65si0<b<15rapoarte de forma —.
a
Precizati numarul rapoartelor formate de lancu,
care au valoarea mai mare decat 2.

Casa in care locuieste Luca se afla in punctul A, pe
strada a. Luca doreste sa ajunga la prietenul sau,
Vlad, care locuieste in casa situata in punctul B, de pe
strada b. Acesta merge
petraseul A-C-D-B.
Folosind datele din de-
senul alaturat si stiind
caal bsi AC Il BD,
calculati numadrul x.

Calculati numerele necunoscute in fiecare dintre
situatiile:

¥ (2x — 10%\
\Qm +15)°

x° T
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20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

Semidreptele OM si ON sunt bisectoarele un-

ghiurilor neadiacente AOB, respectiv AOC,

LAOB = x<90°si OB L OC.

a) Calculati, in functie de x, masurile unghiurilor
AOM si BON.

b) Demonstrati ca masura unghiului MON nu de-
pinde de masura unghiului AOB.

in triunghiul ABC, <A =60°, AB = 2,5 cm. Calculati:

a) perimetrul triunghiului, daca AB = BC.

b) lungimea segmentului AC, stiind ca unghiurile
AsiCaletriunghiuluiABCsuntcomplementare.

Punctele A si B sunt situate de aceeasi parte a

dreptei CD, AD L CD, BC 1 DCsi AD = BC.

Demonstrati ca:

a) AC=BD;

b) distanta de la punctul Cla dreapta BD este ega-
Ia cu distanta de la punctul D la dreapta AC.

In triunghiul MNP, MN = MP, <NMP = 44°, iar
punctul H este ortocentrul triunghiului.
Calculati masura unghiului NHP.

Triunghiurile echilaterale AMN si BMN sunt situate
in semiplane diferite fata de dreapta MN.
Demonstrati ca:

a) semidreapta AB este bisectoarea <MAN;
b) dreapta MN este mediatoarea segmentului AB.

Triunghiul ABC este isoscel si <A — <B=105".

a) Precizati care sunt laturile congruente.

b) Calculati mdsura unghiului obtuz format de
bisectoarele unghiurilor Bsi C ale triunghiului.

Fie triunghiul DEF in care <D = 90°, DE = 6 cm,
DK 1 EF, K € EF si EK=3 cm.

a) Calculati masurile unghiurilor triunghiului
DEF.

b) Demonstrati ca FK=9 cm.

c) Daca punctul M este mijlocul laturii EF, calcu-
lati lungimea segmentului KM.

ad 2




a) Calculati madsura unghiului
BAC.

b) Demonstrati ca triunghiul BEF
este echilateral.

a) Demonstrati ca punctele P, F, Q sunt coliniare.
b) Calculati lungimea segmentului PQ.

A
27. Triunghiul ABC este isoscel cu 29. in triunghiul echilateral DEF, cu perimetrul 24 cm,
baza BC, E € AB, D € AC, F € AC se prelungesc medianele DM si EN cu segmentele
astfel incat AD = DE = EF = FB=BC. D MP = DM si respectiv NQ = EN.
E
F
B C

30. Prin I, punctul de intersectie a bisectoarelor
unghiurilor triunghiului ABC, se duce dreapta d,

28. Segmentele AB si CD sunt paralela cuBC,dNAB={D},d N AC={E}.

diametre in cercul C(O, r),

a) Demonstrati ca triunghiul BD/ este isoscel.

A C
AB =8 cm, iar masura b) Daca I este mijlocul segmentului DE, demon-
arcului mic AD este 120°. strati ca AB=AC.
a) Dhgrrl\ozgcéatl ca tr};gln— 31. Fie triunghiul ABC cu ipotenuza BC, D simetricul
9 Iul { cal EISt? ec. ta- punctului B fata de dreapta AC si E mijlocul seg-
teral sl calculati perime- D B mentului CD astfel incat AC N BE={G}, AB=4cm,

trul acestuia.
b) Demonstrati ca AC Il BD.

AG=3cm.
a) Calculati lungimile segmentelor BG, CG si BE.
b) Demonstrati ca BC< 10 cm.

TESTUL NR. 1

I. Alegeti varianta corectad de raspuns. Doar un rdspuns este corect.

5p
5p

5p

5p

5p

5p
5p

5p

1.

Rezultatul calculului (= 95) : (= 19) + (- 2)? este :

A.3; B.-3; C.-13; D.13.
Daca | x—0,(3) | =0, atunci 6 - x este:

A.-2; B.1; C.2; D.3.
Calculand 40% din 125 lei obtinem:

A.50; B.55; C.60; D. 75.

3

1 1 1

Dacéa:—EJ{—Ej atunci produsul —10-— este egal cu:
a

A.-8; B.-16; C.§; D. 16.
Din cei 24 de elevi ai unei clase, 18 au obtinut la un test note peste 8. Exprimat in procente,
numarul elevilor cu note peste 8, este:

A. 80%; B. 60%; C.75%; D. 18%.

Daca suplementul unui unghi are 53°, atunci unghiul are masura:

A.375 B. 137" C.57% D. 127"

Dreptele AC si BD sunt concurente in punctul O si ¥AOB = 2- «BOC. Atunci <AOD are masura:
A.60"; B. 90" C.120% D. 180".

Triunghiul ABC are perimetrul 22 cm, %A = «B si AB =6 cm. Latura BC are lungimea de:
A.6cm; B.8cm; C.16 cm; D.10cm.
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Il. Scrieti rezolvdrile complete.

1. Pretul unei carti este 27 lei si reprezinta 54% din pretul unui stilou.
10p a) Calculati pretul stiloului.
15p b) Liviu cumpara o carte si un stilou si foloseste 44% din suma pe care o are. Calculati suma de
bani care fi ramane lui Liviu.
2. Triunghiul ABC este isoscel, AB = AC si un unghi exterior triunghiului are masura 50°. Punctele D si
E sunt situate pe latura BC astfel incat <BAD = 35°, iar <AEC = 120°.
10p a) Calculati masurile unghiurilor triunghiului ABC.
15p b) Demonstrati ca triunghiul ADE este echilateral.
Nota: Timp de lucru 90 de minute.
Se acordd 10 puncte din oficiu.
TESTUL NR. 2

I. Alegeti varianta corectad de raspuns. Doar un rdspuns este corect.

5pl1.

5p|2.

5p|3.

5p|4.

5p|5.

5p|e6.

5p|7.

5p|8.

Probabilitatea ca alegand la intdmplare un numar din multimea {1, 2, 3, ..., 30}, acesta sa fie
numar prim este:

A. l; B. l; C. i; D.
4 30 20

w| =

Rezultatul calculului —%:(—%j—S este:

A.-3; B.-7; C.3; D.5.
Numerele x si y sunt intregi, x < 0, y > 0, x* = 100, y*> = 400. Atunci, x : y este egal cu:
A.-2; B.-0,5; C.0,2; D.-0,2.
Numerele a si 2 sunt direct proportionale cu numerele 7 si 1,75. Numarul g este:
A.4; B. 14; C.§; D. 3,5.
Daca X+ =l , atunci x este egal cu:
x+5 15
A.25; B.11; C.35. D. 15;
AD si BE sunt mediane in triunghiul ABC, ADNBE ={G}, AG = 6 cm, GE = 3 cm. Diferenta AD - BE este:
A.3cm; B.2cm; C.lcm; D.0cm.

In triunghiul dreptunghic ABC, bisectoarea unghiului C formeaza cu ipotenuza BC un unghi cu
masura 24°. Masura unghiului B este:

A.24% B. 42 C.56; D. 66°.
Punctul D este mijlocul laturii BC a triunghiului echilateral ABC, iar in exteriorul triunghiului se
construieste triunghiul echilateral BDE. Dreapta BE este paralela cu dreapta:

A. AD; B. CD; C.AG D. BC.

Il. Scrieti rezolvdrile complete.

20p | 1.

15p
15p
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Determinati numerele x, y, z, stiind ca suma lor este 84, iar numerele x, y — 1, z - 2 sunt direct
proportionale cu 2, 3 respectiv 4.

2. In triunghiul isoscel ABC, <A = 120° si M este mijlocul laturii AB. Perpendiculara din M pe dreapta

BC intersecteaza dreapta AC in punctul D. Demonstrati ca:
a) triunghiul BCD este dreptunghic; Noti: Timp de lucru 90 de minute.
b) AB=2-DM. Se acorda 10 puncte din oficiu.



RECAPITULARE SI EVALUARE INITIALi\
®eO@®

I. PROBLEME RECAPITULATIVE (pag 7) ©)

1.a) 506; b) 1011; ) 1307; d) 13. 2. Suma tuturor cifrelor este 45, iar conditia impusa conduce ®

la suma pentru linie si coloand 46. Rezulta ca cifra comuna este 46 — 45 = 1. Un exemplu este: ® 2] 12

3. Suma numerelor de completat este 56. Notéms=a+d+g=b+d+f=c+d+e.
Atuncia+d+g+b+d+f+c+d+e=3ssau 56+ 2d = 3s. Sunt trei valori pentrud: d=2,d=8,d =14. 6 }+/8[+10
O solutie a problemei este:a=2,b=6,c=4,d=8,e=12,f=10,g = 14. 4] 14|
4.a=(2""-21)%5.b=(3%3%6.a)8"°=2%,decin<m; b) 208 = (2'> 5'8) - 221 = (2'°. 5'%) . 1283, 50"°= (2'>- 5'8) - 6253 5i 128 < 625,
decin<m.7.a){1,2,3,4,6,12}, b) {46,69,92, 115, 138,161,184,207,230}. 8. u+ v+ w =4+ 3 + 5 =12, numar compus.
9.a=(34-4-3"-5"")i34.10.a) 7 copii; b) 3 frati si 3 surori. 11.a) 41, b) 43.12.a) 0,6; 0,77; 0,(6); 1,1(3); 27,4(2);

b) Z; E; D; ﬂ 13. E = 2,502 si 2,5(501) > 2,502 > 2,(501) > 2,50(1). 14. a) 3; b) i; c) 0,167; d) Z 15.a =7 este
52 9 90 500 ’ 10 4

numar natural. 16. 321 km. 17. a) 18,5; b) 11. 18. 101 mere, 8 cosuri. 19. 5760 pungi, 240 cutii.

20.1<v<a<g<rsiv+a+g+r=14.Cum 2+ 3 + 4 + 5 =14, deducem ca Raul a cumparat 2 sepci verzi si au rdmas

12: 3 albastre, 4 galbene, 5 rosii. 21. 26,2 lei. 22. 1026 lei. 23. 108 pagini. 24. a) 353 dam; b) 0,8 km; ) 1,2 hm? =1,2 ha,

d) 14000 m?, e) 7 dam?, f) 3500dm3. 25. a) 1230 m; b) 222 700 cm, ¢) 50505 m?; d) 690,3 m2. 27. a) AB ||CD; b) AB, BC, FB.

28.a) 56°% b) 10°% ¢) 60°48’; d) 6°27'.29.57,6 cm, 155,52 cm?.30.a) 30 cm; b) 75%. 31.a) 33 m; b) 2651Tm>2.

Il. TESTE DE EVALUARE INITIALA (pag 9)

Testnr.1:1.1.C; 2.B;3.A;4.A;5.C;6.C.

II.1.a)31; b) {1,31};,32.2.32,400 km.3. AC=4cm; BC=14cm;BD=7 cm; AD=11 cm.
Testnr.2:1.1.A;2.C;3.C;4.A;5.D; 6. A.

II.1.a) 1061; b) 8091.2.1760 m.3./=10m; L=30m; P =80 m.

EXERSAM NE ANTRENAM NE DEZVOLTAM SI MINITESTE

Se gasesc in manualul digital, sub forma cate unui AMII static, la finalul fiecarei unitati de invatare. (1.1; 1.2; ...; 6.4).
EVALUARE SUMATIVA

1. MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE (pag 36)1.1.C; 2.B;3.A;4.D;5.D;6.B.1l.1.a) C={0, 3, 6, 9};
b)AUB={(1,2,3,4,5,6}, BN C={6}, C\A={0, 6, 9}; c){4}U{q, 5} = {3, 4, 5} = a = 3. 2. a) Pentru a sunt 9 posibilitati, pentru
b sunt 5 posibilitati, in total 9 - 5 = 45 numere; b) D,,=1{1,2,7,14,49,98}.3.a)a = 23.3,b=32-5,(a, b) =3, [a, b] = 360;
b)a+b=69si D.,={1, 3, 23, 69}. Divizorii numere prime ai lui 69 sunt 3 si 23.

2. RAPOARTE. PROPORTII (pag 63) I.1.B; 2. C; 3. A; 4. D; 5. B; 6. C. ll. 1. a) Notand q, b, c cele trei cantitati, avem

a b c a+b+c 10 i mica est 50 kq: b) 2.a) 84 =12%.5 io acu12%
—— = = = : mai mi = ; = 2. 0. m reaz .
5=9-10"5:9210 cea mai mica estea g;b) p 20 700 € majoreaza cu 0

88
b) 100% — 12% = 88%. Cum ﬁ - 784 = 689,92(lei), pretul final este mai mic decat pretul initial.

3.a)Dina-l=b-l:b=2-a;b)n=5-a§im=5-a§i n :l.

2 4 n+m 2
3. MULTIMEA NUMERELOR INTREGI (pag 93) 1. 1.D; 2.B;3.D; 4.B;5.C; 6. A. ll.1.a)a=8,b=-38,c=4;
b) 9 - (a - ¢) + b =-2, numar intreg negativ. 2.a)2 - x- (y+2 =-10;b)y+z=-9. 3.a)s=-57+3.17 = -6.
b) Numerele sunt —1, -2 si —3.
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4. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE (pag 122)1.1.A;2.B;3.C;4.D; 5.B;6.C. Il. // \d
130°
a

l.a)a=-50b= —4c= —% si ce(Q\Z); b) d = ‘—770 —10eN.2.5={-3}.3.a) g;b) g; o
B 3 25°\
0 2+P21150=p.d) p=900 (lei). b B+ 2,
2 3 50 \

5. NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE (pag 172)1.1.B;2.C; 3. A; 4.D; 5. B; 6. A.

Il. 1.a) 130°+ 50° = 180°. Dreptele a si b formeaza unghiuri externe de aceeasi parte a secantei ¢, suplementare.
Rezulta a Il b; b) Unghiurile marcate sunt alterne interne determinate de dreptele paralele a si b cu secanta d.

Din 3-x+ 25=2-x+40, rezultd x = 15. 2.a) KAOB =90°, *BOC = 60°; b) «MOP = <MON + <NOP = 75°+ 15° = 90°.
3.a)d=2;b)d=4;c)de{6, 8}.

2 2
6. TRIUNGHIUL (pag 218)1.1.C;2.B;3.D;4.A;5.D;6.C.1l.1.a) BM=CN si Bng . BM=§ -CN=(CG;

b)BMzg-BGz18cm,deciCN=18cm.2.¢IDEL=<IDEF:2=6O°§iDEEEL.3.a)BO=CO= % si

AO = % = AO = CO; b) Din AO = CO = ¥ACO = «CAO = 15°. Unghiul AOB este exterior triunghiului

ACO si <AOB = XACO + «CAO = 30°. ¢) In AOBD: «ODB = 95°, «<BOD = 30° = BD = % = % .AtunciBC=4-BD=32cm.

RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

I. PROBLEME RECAPITULATIVE (pag 219)

1.card A=17,card B=8, card C=8, card D= 17. Multimile A si D au cele mai multe elemente. 2. a) xe{-2,-1,0, 1};

b) x_y +7-y=2-(5-x+4-y).3.a)4,5;b)7.4. (45, 75) = 15; [45, 75] = 225. 5. 8 zile. 6. a) O; b) —31; ¢) —33; d) -8.

7.a=14,b=-21,a-20> b+ 10.8.a) A=36k*>=(6k)*, keZ.b) x=4,y=6,z=12.9.a=3;b=6,c=4,5.10.50 lei. 11. 65
184 1

1
respectiv 75 napolitane. 12. E=-3.13.a = 3 b= =3 c= 13 d =-50; Emil are dreptate, Rares nu.

7 4 _
14.a) xe{-1, 3 L S= 3 ;b)ye{-3,-2,-1,0,1, 2,3}, P=0.15.a) 20 elevi; m = 12,5; b) 10 elevi. 16. a) ab poate fi:
00; 25; 50; 75; 4 incercari. 17. a{2, 3, 4, 5}, be{0, 1, 2, ..., 13, 14}, a = 2, b > 4; 10 rapoarte; a = 3, b > 6; 8 rapoarte;

a=4,b>8;6rapoarte;a=>5,b > 10; 4 rapoarte, in total 28 rapoarte. 18. Fie ACN b ={E}. XAEB = 100°si XAEB, <DBE sunt

xY) xY)
suplementare = x = 80. 19. a) x = 25; b) x = 40; ¢) x = 55, y = 60. 20. a) XAOM = (Ej , <BON = (45_5j ;

b) <MON = 45°.21.a) P =7,5 cm; b) AC=5 cm. 22. a) AADC = ABCD (CC) = AC = BD, <DAC = «CBD; b) DELAC, E€AC,
CF1BD, FeBD; AADE = ABCF (IU) = DE = CF. 23. <NHP = 180°— <M = 136°. 24. a) AAMB = AANB = <MAB = <NAB;
b) in AAMB isoscel cu baza AB, MN este bisectoarea unghiului format de laturile congruente = MN mediatoarea laturii AB.
25.a) ¥A=<xB+ 105°= 4B=<«Csi AB=AC, b) «B=«C=25°si «BIC=155° 26.a) <D =90°, <E=60°, «F = 30°%

b) EF=12 cm, FK=9 cm; ¢) KM = 3 cm. 27. Fie ¥BAC = x. AD = DE = ¥BAC = <AED = x; Obtinem <EDF =2 - x.
DE=EF=><EFD =2 -xsi <BEF =3 - x. Apoi <EBF =3 - x si <BFC =4 - x= «BCF.Tn AABC: x + 4x + 4x = 180° = x = <BAC = 20°;
b) «BEF = 60° si EF = BF. 28. a) AO = OC si ¥AOC = 60°; b) «CAB = <ABD = 60°.

29.a) AEFN = AQFN = APFM (CC) = XEFN = <QFN = <PFM = 60°; b) PQ = 2-DE = 16(cm). 30. a) <BID = «IBC = «xIBD;

3
b) Al mediana si bisectoare. 31.a) BG=5cm, CG=2-AG=6 cm, BE= 5 -BG=7,5cm; b) BC?=97 <100 = BC< 10 (cm).

Il. TESTE DE EVALUARE FINALA (pag 221)

Testulnr. 1:1.1.B;2.C; 3. A;4.D;5.C;6.D; 7. A; 8.B. II. 1. a) 50 lei; b) 98 lei. 2. a) Deoarece «B = «C, rezulta «A_, = 50°.
Se obtin <A =130° B= «C=25°. b) ¥ADE = <AED = 60°.

Testulnr. 2: 1. 1.D; 2. A; 3.B;4.C; 5. A;6.D; 7. B; 8. C. Il. 1. x = 18, y = 28, z = 38. 2. a) AAMD este echilateral, deci
DM = MA = MB. b) DM este mediana corespunzatoare ipotenuzei AB in AADB. Rezulta AB=2 - DM.
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